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Capitolo

Nozioni di base

Definizioni e richiami
Notazione
e U & un vettore

e v; e |I'i-esma componente del vettore v

e «,q; € un numero (array di)

P & un punto (ovvero un vettore d-dimensionale)
e X ¢ unacurva

dove non diversamente specificato.

Rappresentazione in Scilab

| vettori sono convenzionalmente intesi come vettori coIonn:ﬂ.

Bulk operations

Gli oggetti grafici sono usualmente rappresentati come liste di punti; in generale una curva sara
rappresentata con una matrice d x TE)

Per migliorare I'efficienza le operazioni tra vettori sono implementate in modo da eseguire la
stessa operazione in blocco su liste di vettori di lunghezza arbitraria (ovvero punto a punto
lungo una curva).

tda dichiarare esplicitamente tali in Scilab
fIn questo contesto d=2 o 3



Nozioni di base

Operazioni tra vettori

Prodotto scalare

Definizione 1.1 (Prodotto scalare).
o.fl :RIxRI—= R

Proprieta
e vw = [v||w|cosa = vTw
cvw#0=rvw=0&0vLw
o vw = wv
o \vw = (Av)w = v(Aw)
o v(u+w)=vu+ovw

Su una base canonica: vw = Y v;w; = v w

Dati v(t), w(t): ; "
%v(t)w(t) = w(t) +

Prodotto vettoriale
Definizione 1.2 (Prodotto vettoriale).
<, A : R x R* — R?

cond=2,3

Proprieta
e VANW=1u
e u=wAv=0v=0o0w=0o0w=v=0

e u=wAv=0sew parallelo v

u € perpendicolare al piano individuato da u, w con direzione convenzionale

jul = [vl|wl[sinaf

e MuAw=(Av) ANw=uvA (Aw)

tPer brevita talvolta si omette completamente |'operatore: vw
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Combinazioni di punti

Dati v(t), w(t):

—(v(t t)) = t — t
Z(0() Aw(t) = == Aw(t) + = Av(t)
Casi particolari:
a c
<b>/\<d>—(ad—cb)
(o w1 VW3 — V3W2
U9 N Wo = V3wWp — VW3
V3 w3 V1Wy — Vo

Cross product 2D /3D su array di vettori

function cp = crossprod(x,y)
[rx,cx] = size(x);
[ry.,cy] = size(y);
if or([rx"=ry,cx"=cy]) then printf("Cannot croosprod different vectors!”); cp=0; end;
if rx==2 then
cp = diag( x' * [y(2,:);—=y(1,:)] )’
end ;
if rx==3 then
cp = []
for n=1:cx
cp = [ep.[x(2,n)*xy(3,n)—x(3,n)xy(2,n); x(3,n)*xy(1,n)—x(1,n)*xy(3,n); x(1,n)*y(2,n)—x
(2.n)5y(1.n)]]
end ;
end ;
endfunction

Combinazioni di punti

Una combinazione di punti:

P:ZOQPZ‘, OéiER,PiEEd

si dice baricentrica se >, a; = 1, convessa se anche a; > 0V1
Se la combinazione & baricentrica, pud essere scritta come la somma di uno qualsiasi degli
addendi e un vettore:

Y aiPi=P.+Y P =Y aPy=P.+Y oi(P—P)

Una combinazione baricentrica convessa ¢ utile per rappresentare parametrizzazioni di oggetti:

Esempio 1.1 (Punto medio di un segmento).

S:M; bo,bl GIR?;

M =Y o aibi = by + ag(bo — bo) + ar(by — bo) = bo + an(by —bo); 1 = ap = 3
Esempio 1.2 (Punti di un segmento). Generalizzando I'esempio precedente:

s =boby; bo,by € R% tel0,1];

P(t) =tby + (1 — )by = by + (1 —t)(by — bo)




Nozioni di base

Spazi di lavoro

Definizione 1.3 (Spazio di lavoro). Si definisce spazio affine di ordine d, a partire da un punto
O € RY, I'insieme:
E¢ = {P:O+v|v€Rd}

Definizione 1.4 (Convex Hull).
CHbo...bn = {P c Ed ‘ P= Zazbl}

in cui gli a;; formano una combinazione baricentrica convessa.
C'H e il piu piccolo insieme convesso che contiene i punti by...b,

Trasformazioni affini

Definizione 1.5 (Trasformazione affine).
d(z) : B¢ — E
lineare rispetto ad .
Generalmente si usano funzioni del tipo
O(x)=Az+v (1.1)
incui A € M?? ey € R? che sono lineari e permettono di definire facilmente le trasformazioni
pill comuni in grafica.
Movimenti rigidi

Traslazione La traslazione si ottiene con una funzione del tipo (L)) in cui A = I, per cui
®(x) = = + v. Alternativamente ¢ possibile modificare la matrice A:

1 0 «a T T +a
01 bllyl=1|y+0
0 0 1 1 1

Rotazione La rotazione intorno all’origine (del sistema di riferimento ortonormale corrente)
si ottiene ancora con una funzione del tipo (LT]) in cui v = 0 (vettore nullo, non c'é traslazione)
ed in cui la matrice, nel caso tridimensionale, assume la forma:

cosf@ —sinf 0
sinff  cosf 0O

0 0 1
fIn questo esempio ruota intorno all'asse z; per cambiare asse & sufficiente modificare coerentemente la
. . . , 1 0 0
matrice. Ad esempio per ruotare intorno all'asse x: [ 0 cos6 —sino
0 sin 6 cos 0




Rappresentazioni parametriche

Scalatura La scalatura si ottiene imponendo un fattore di scala ad ogni dimensione della
matrice identita:

o o Q
o™ o
2 O O

Proprieta delle trasformazioni affini della famiglia (1))

Le trasformazioni affini sono lineari rispetto alle combinazioni baricentriche. Infatti:

o(P) =9 <Z OéiPi> =A (Z OéiR‘) +U§;¢= Z@i(AB +v) = ZO%“I’(Pz‘)

Inoltre, se A e ortogonaleﬁl, una trasformazione della famiglia (L1]) lascia invariati angoli e
lunghezze.
Infatti, dati x, y vettori, per le lunghezze:

1©(2) = 2(y)II* = Az +v—Ay—vl* = [|A(z = y)|I* =aey (A(z—y))" (A(z—y)) = [lz—y|

Per gli angoli, se =,y sono tali che 27y = |z||y| cos @ ed, in quanto vettori, possono essere letti
come z =a—b;y =c—d (con a,b,c,d € RY):

()" D(y) = (B(a) — B(1))(B(c) — B(d)) = (Ax)" Ay = 2"y

Rappresentazioni parametriche

Definizione 1.6 (Curva). Si definisce curva I'immagine di un'applicazione X : I — I continua
e localmente iniettiva.

Definizione 1.7 (Rappresentazione Parametrica). L'applicazione X : I — IE? continua e

localmente iniettiva si dice rappresentazione a parametri in [ della curva; in generale una stessa

curva puo ammettere piu di una rappresentazione parametrica

Definizione 1.8 (Rappresentazione parametrica differenziabile). La rappresentazione X () di

dice differenziabile se esiste la funzione:

. dX(t)

X(t)=——=
(t)=—2

Se X = 0 su tutto l'intervallo di definizione I, X si dice differenziabile regolare

TATA=AAT =1
YAd esempio, un segmento di retta (curva degenere) tra I'origine e il punto (1,1) pud essere rappresentata
in forma implicita (ax + by + ¢ = 0), esplicita (y = mx 4 ¢q) o parametrica su un'intervallo I(= [0, 1] per
esempio):
=t . r=1-—tk
X(t) = { y—t o equivalentemente X () = { =1tk




Nozioni di base

Riparametrizzazioni

La non unicita della rappresetazione parametrica suggerisce che si possa passare da una rappre-
sentazione all'altra di una stessa curva, utilizzando di volta in volta la parametrizzazione con le
caratteristiche piu adatte al contesto.

Definizione 1.9 (Funzioni di riparametrizzazione). Sia 7 : I — I,. Si definisce riparametriz-
zazione di X rispetto a 7 una funzione X tale che X (7(t)) = X(¢).

Si ha che: B
dX dX 1 dXdt

dr T AT drdr

in cui dX/dt & la tangente alla curva e dt/dr € uno scalare > 0.

Se T € Cle7 >0 sututto I la riparametrizzazione si dice ammissible; in questo caso la curva
e percorsa tutta nello stesso verso e la sua tangente non cambia verso né direzione, ma solo il
modulo.

Osservazione 1.1 (Tangente alla curva). La tangente alla curva non puo essere usata per ca-
ratterizzarla, in quanto potenzialmente cambia modulo al cambiare della rappresentazione.
Per caratterizzare una curva occorre definire il versore tangente:

X(t)

=& Y070

€1 (t)

Definizione 1.10 (Rappresentazione parametrica regolare). Se X (t) # 0 V¢ € I la rappresen-
tazione parametrica si dice regolare.
Lunghezza dell’arco

Definizione 1.11 (Lunghezza dell'arco). Si definisce lunghezza dell’arco la funzione:

S(#) :/at

La lunghezza dell’arco puo essere usata come funzione di riparametrizzazione ammissibile,
che ha anche la caratteristica di essere lineare rispetto alle lunghezze sulla curva. In particolare

S :la,b] = [0,1], e %f) = ‘dﬁg)’ implica che se X (t) & regolare anche S(t) lo &, e vale anche:

dX(z)

d
dz N

AX _dXd _dX 1
dS_dtdS_dt’%‘_

Osservazione 1.2 (Invarianza rispetto alla rappresentazione). La lunghezza dell'arco ¢ invariante
rispetto alla rappresentazione parametrica della curva, infatti, cambiando parametrizzazione:

2 |dX k|dX dt| dy
= [ :/ XY o — Sk
5(2) / ay | T ) dt dy) dt (k)




Frenet Frame

Frenet Frame
Definizione 1.12 (Fernet Frame). |l Frenet Frame & un sistema di coordinate ortonormali
definito localmente in un punto di una curva X ().

E possibile definire un Frenet frameﬁ a partire dalle derivate di una qualsiasi rappresentazione
parametrica X (¢) di una curva:

e1(t) = —— versore tangente

G X x (K1) x X)) _ XX X(1)

= |del(t)| - |X<t)HX(t) » X(t)| - |X(t)(X(t) X(t)) versore normale

e3(t) = e1(t) x ex(t) versore binormale?

Curvatura e Torsione

Definizione 1.13 (Curvatura). Si definisce curvatura la quantita:

X (1) x X (2)]

KO ="Xop

La curvatura & una grandezza caratteristica della curva indipendente dalla sua rappresenta-
zione parametrica.
L'espressione della curvatura si semplifica notevolmente quando la rappresentazione € lunghezza
dell’arco: )
K(s) = |X(s)]
in quanto X (s) = 1.

Calcolo della curvatura

function K = curvature(dx,ddx)
K=(sum(crossprod (dx,ddx)."2,"'r’)"0.5)./(sum(dx."2,"'r"')"0.5)"3
endfunction

Definizione 1.14 (Torsione). Si definisce torsione la quantita:
det([X(1); X (1); X(1)])
X () x X )|

T(t

t1"insieme di tutti i Frenet frame & rappresentato tramite tre vettori ortonormali e, 2, e3; in realta ogniuno
di essi & una funzione del parametro della rappresentazione della curva (C'¢ un Frenet frame diverso per ogni

punto della curva).
tldentita “BAC-CAB": Ax (Bx C)=B(A-C) - C(A- B).
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Nozioni di base

La torsione si annulla solo quando il prodotto misto & nullo:
(X () x X(#)) - X(t) = det( [ X (£); X(1); X(1)]) = 0

La torsione & non nulla solo nello spazio € non su un piano.

Calcolo della torsione

function T = torsione (dx,ddx,dddx)
[d,n] = size(dx)
den = (sum(crossprod (dx,ddx)."2,'r"));

T :_['I.',det([dx(:,i),ddx(:,i),dddx(:,i)])/den(i)];
end ;
endfunction




Capitolo

Curve parametriche

Polinomi di Bernstein

Definizione 2.1 (Base di Bernstein). | polinomi di Bersntein sono una famiglia di polinomi
definiti, per ogni n € INT, come:

By#t) =1
Br(t) = (1)1 —t)" €L, i <n

BMt)=0,i>n,i<0}

Definizione 2.2 (Polinomi di Bernstein in forma ricorsiva).

By =1
Bl=0, j#0,1,.,n
B'=(1-t)B" ' +tBr}

Le due definizioni sono equivalenti, infatti:

Caso (i =0 e i=n).

By(t) =1 =0)", By =t"

TPer brevita talvolta si omette di specificare il parametro (t)
fSuccessivamente utile ai fini della rappresentazione e del calcolo
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Curve parametriche

0.0

L L |

(a) Terzo grado

(b) Quarto grado

(1)

n
3

Figura 2.1: Basi di Bernstein B
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Polinomi di Bernstein

Caso (0 < i < n). in quanto (’Z) = ("f1> + (7;:11)

o= (Mea—o = (70 (02]) ) e
—(1-1) (" h 1)#‘(1 — gyl g t(?: 11>t"—1(1 _gyn
- (1 - t)an_l + thn—_f

Definizione 2.3 (Polinomi di Berstein di grado n). Si definisce Polinomio di Bernstein di grado
n la serie:

o(6) = 3 euBL0)

11



Curve parametriche

Proprieta

| polinomi di Bernstein sono definiti su tutto IR, ma ci si limita a studiarne le proprieta
nell'intervallo [0, 1] (sufficiente in questo contesto).

Osservazione 2.1 (Mappabilita della base). | polinomi di Bernstein possono essere definiti, in
maniera equivalente, su qualsiasi intervallo [a, b] mappabile a [0, 1]:

BI(t) = (?) E=G-0""

b—ay

Non negativita

Ogni polinomio della base & non negativo in quanto prodotto di componenti non negative

((?)7ti7 (1 - t)n_i)'

Partizionamento dell’unita

1=0
infatti, V¢ € R:
1=(t+(1-1) _defz< )t’l—t =) B¢
1=0
Simmetria
B!(t) = B,_;(1-1)
infatti:

BrMt) = (?) $(1— )i = (ni Z) (11—t =HfBr ,(1-1)

Indipendenza lineare

| polinomi di Bernstein sono una base per II,,; infatti, B]' puo essere scritto come:

B (t) = (C‘) £(1— )" = ¢ @ :ZO <n]— 2) ] i

"Per il binomio di Newton vale la proprieta () = (,".)

12



Polinomi di Bernstein

1.27]

0.6

0.2

TN

0.0

0.0 oO.

T
1 0.2

T 1
0.3 0.4

\
0.5

I
0.6

T
0.7 0.8

T
09 1.0

Figura 2.3: Partizionamento dell'unita, la somma dei polinomi € evidenziata in rosso

da cui:

vy
S3

B

S 3

0

1

1

tO

tn

Se la matrice del cambio di base € non singolare i polinomi di Bernstein sono linearmente
indipendenti; la matrice &€ non singolare in quanto triangolare superiore con tutti elementi non

nulli sulla diagonale (determinante non nullo).

Precisione lineare

13



Curve parametriche

Infatti, per induzione su n:
Bi(t) =t

e supponendo che valga per n — 1:

S ity =3 [0 - 0Bt B
=0 i—0 "
n—1 nloy n—1Z< 1
= 1—t B (t) +t Bt
OO B Y B )
n—1 n—1"1j+1 1
= 1—1t)t t B (t) =
RIRUEE s ose U
n—1 n—1 2= —
= 1—t Byt :
n ( ) n Lz:%)n—l J n—lz ‘)
n—1 n—1 1
= 1—t)t t =
n ( e+ n [ —1}
—1 —1 t
i+ e =
n n n

Variation diminishing

Un polinomio di Bernstein p(t) = > 1_, cxBj(t) a coefficienti ¢, .., c,, dato V il numero di
variazioni di segno della sequenza di costanti e N numero di radici reali di p(t) contate con la
loro molteplicita, gode della proprieta:

N<V, e N=V-2k telo1].

Infatti,
ch< )tk 1—1)""
parametrizzato su u € [0, 0], ovvero considerando t = %= e (1 —t) = 1, diventa:
“Selaren = Se ey - wra el
Ck- u ” e Ck o — - Ck u
Tl im \k)(1+u) (T+uw)" = " \k

che & un polinomio sulla base canonica per il quale vale la regola di Cartesid.

fIl numero di radici positive (contato con molteplicitd) & dato dal numero di cambi di segno (variazioni) fra
due coefficienti consecutivi.

14



Polinomi di Bernstein

:1:'5 7
/
/

0.7

0.6
0.5 T,
e

0.4

0.3 //
// .
i AN

0.0 — T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

N

Figura 2.4: Precisione lineare: in verde » iBf’(t).
i=0

Valori agli estremi

BI(0) = {1’ -

0, ©i#0
n 1, 1=n
B"(l):{o i #n
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Curve parametriche

Derivata

La derivata dei polinomi di Bernstein pu0 essere espressa in termini della base di Bernstein
stessa:

aB d (n)\,
v tz 1—+¢ n—u _
7 =i
— in! ti_l(l _ t)n—l _ Mti(l — t)"—l—i
il(n —1)! il(n —1)!
—1)! . . — ) ) )
—n (n ) 'tz—l(l _ t)n—z -n (n Z) tz(l _ t)n—z—l

(i—1)l(n—) in—i—1)!

—n <<7Z__11>ti_1(1 ) - (n ; 1)#’(1 — t)”—i—1>

=n (B5(t) - Bl (1))

La stessa derivata pero puo anche essere rappresentata in modo da evidenziare il comportamento

della funzione:
dB" d(n\ . .
(I (1 = )"t
= (D)ra-y

d
_ (n) L1 — 0" (1 — 1) — t(n — 1)
(

7;) 1 =) i — ]

da cui si nota che i punti non banali in cui la derivata si annulla sono facilmente determinabili:

1 .
ti=—,cont=0,...,n
n

Curve di Bézier

Definizione 2.4 (Curva di Bézier). Dati by, ..., b, € E¢ insieme di punti di controllo, si definisce
curva di Bézier il polinomio:

n

X(t)=>_uB!'(t), tel0,1]

=0

Definizione 2.5 (Poligono di controllo). Si definisce poligono di controllo il poligono che si
ottiene unendo ordinatamente i punti di controllo.

16



Curve di Bézier

de Casteljau
0.9 7 a

0.7 7

0.5
0.3
0.2

0.1 l

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

G

Figura 2.5: Esempio di curve di Bézier; in rosso il poligono di controllo

Proprieta

Convex Hull

La curva giace completamente nella convex hull dei punti di controllo, in quanto ogni punto
della curva & una combinazione baricentrica di questil.

Interpolazione agli estremi

Segue direttamente dai valori agli estremi dei polinomi di Bernstein che X (0) = by e X (1) = b,,.

Invarianza alle trasformazioni affini

Data ® : B¢ — E? di tipo ®(p) = Ap + v, si ha:

B(X (1)) = AX(1) +v =3 AbBI +ZUB" — S (A + 0)BI(E) = 3 (b)) B

1=0 =0 =0

t polinomi di Bernstein partizionano I'unita

17



Curve parametriche

Simmetria

Le curve di Bézier sono simmetriche rispetto all'ordine dei punti di controllo, infatti, dati
C; = bn—i:

ZCZB” ch (A=t =>bB(1—t)=X(1-1)
i=0

Precisione lineare

Se i punti di controllo sono allineati ed equidistanti la convex hull & il segmento byb,, e la curva
giace su una retta:

n n

X(5) = 300+ (b, — b)) BEE) = bo 2 B + (b — bo) 32 £ B1(0) =By + 106, — o)

=0 =0

Controllo pseudo-locale

Modificando uno dei punti di controllo by, ..., b,:
C; =

Z c; B (t) Z b B (t) +vBj(t)

ovvero tutti i punti della curva si spostano nella dlre2|one di v con un'incidenza che dipende da
t e dalla forma del j—esimo polinomio di Bernstein. In generale, in quanto i polinomi hanno
una forma a campana, i punti della curva sono interessati in maniera proporzionale alla distanza
dal punto di controllo modificato.

si ottiene:

Variation diminishing

La proprieta di variation diminishing aiuta a capire I'andamento della curva; si puo infatti sapere
il numero massimo di intersezione che la curva puo avere con una retta (V) a partire da quello
del poligono di controllo (N,). In particolare, N < N, e N = N,, — 2k.

Siar = ax+[y+y, le intersezioni si possono ricavare, separando le dimensioni, con |'equazione:

ad by BMt) + B> by B t) +v > Bl't) =0
=0 =0

1=0

da cui:
n

=0

Cq

e la proprieta segue direttamente da quella di variation diminishing dei polinomi di Bernstein.

TPrecisione lineare dei polinomi di Bernstein

18



Curve di Bézier

R L A S L A
S o o 9~ 9 0 . 0m N =29
— [} [} o =) S =] =] S <) =)

1.0

0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09

0.0

W, -
>

% L

%
e |-

%

3 L
L (L A L
e a @ N © \ < ~” N = S
— o o o o o o o o o o

Figura 2.6: Precisione lineare: poligono di controllo e curva che giace su di esso; si nota che i

punti della curva sono distribuiti uniformemente rispetto al parametro ¢.
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Curve parametriche

<
—

\

\

®
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\
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o

~
S

1.0
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0.0
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/ |
//D -

fatta coincidere con uno qualsiasi

by

puo essere

Figura 2.7: Controllo pseudolocale: la curva (verde)

dei polinomi della base
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Curve di Bézier

Derivata (o curva Hodograph)

)= S BB () = n > b (B — B 0)

1=0 1=0
=n[(bs = bo) By (t) + .. + (bn — bo1) BpH]
n—1 n—1
=nY (b1 —b)B () =nd_ AbBM (1)
1=0 =0

dove Abl =def (bi+1 — bl)
La derivata di una curva di Bézier € quindi ancora una curva dello stesso tipo ma di grado
minore e con punti di controllo differenti.

Calcolo della hodograph

function bh=Bezier_hodograph(b)

[d,n] = size(b)
for i=1:d
bh(i,:) = diff(b(i,:));
end
bh=bhx*n;

endfunction

Derivate successive

Dalla forma della derivata seconda:
n—2

X(t)=nn—1)Y A%,BM2(t)

i=0
Si puo generalizzareﬁ:
n—r
X)) =n" Y A" BT ()
i=0
Tangenza agli estremi

In quanto:
X(O) == nAbo, X(l) = TLAbn_l

la curva di Bézier e sempre tangente ai segmenti che uniscono i primi e gli ultimi due punti del
poligono di controllo.

TFalling factorial: £ = x(z — 1)...(x — k + 1), ovvero i primi k termini del fattoriale. Nota: 2% = (wf!k)!
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Curve parametriche

de Casteljau
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Figura 2.8: Tangenza agli estremi
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Curve di Bézier

de Casteljau
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0.87
0.77
0.6
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Figura 2.9: Esempio di hodograph prima e seconda e curvatura
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de Casteljau Hodograph 1
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Figura 2.10: Altro esempio di hodograph prima e seconda e curvatura
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Algoritmi per curve di Bézier

Algoritmi per curve di Bézier

Disegno della curva: de Casteljau

| punti della curva possono essere calcolati ricorsivamente definendo:

b =1, =0
b::(l )br 1+tb1+17 iZO,...,n—T;T:L...,n

Si dimostra per induzione che questa formula ricorsiva, in r passi, calcola i punti della curva.

Per r = 1:

bi = (1 —t)b; +thiq = ZbZﬂB

Supponendo che valga per r — 1, si ha:

bf(t) = (1 - t)bg_l( ) + tbz+1( )

r—1 r—1

(L—=1)Y by Bi ') + > bivj1 By (1)
Jj=0 Jj=0
+r—1 i+r

(L—t) > B (t)+t > bBiZi(t)
k=i k=i+1

i+r

= [ = OBz () + th BiZL, (1))
k=i
i+r

= Z bi.B_,( Z b4 B} (t)

ovvero variando t si possono ottenere tutti i punti della curva.

Algoritmo di de Casteljau

function Curve = Bezier_casteljau(b,t) //b poligono, t punti di valutazione
It = length(t)
[d n] = size(b)

=t
e = 1-t
b =b'
for i=1:d

C(:,:,i) =b(l:n=1,i)xet+b(2:n,i)=*f

end

for r=2:n—-1
for row=1:n—r

for i=1:d
C(row,:,i) = C(row,:,i).xet+C(row—+1,:,i).xf
end
end
end
for i=1:d
Curve (i ,:)=C(1,:,1)
end

endfunction
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Curve parametriche

Degree elevation

Una curva di Bézeier € rappresentabile con un’altra di grado piu elevato, ovvero esiste soluzione
all’equazione:
n+1

Z b B! (t Z ¢ B (1)

Per la proprieta di interpolazione agli estremi si deve avere ¢y = by € ¢, 1 = by,.
Moltiplicando a sinistra per (¢ + (1 —t)) e usando la proprieta di partizionamento dell’unita dei
polinomi di Bernstein, si ha:

n n n+1
(t+ (1) 6B (1) sz< )[ L= )" (1 — )] = ZCZBH—H
=0

=0

da cui, considerando b_; = b, = 0:

-

-
Il
o

b, <7Z> [tiJrl(l (1 - t)n—iﬂ}
Z b@( >t1+1 — i g S b (”) £i(1 — )n=it
0 i=0
1 n n+1 )
bi—l (Z N 1) tz( o n i+1 + Z b ( ) o )n72+1
[ +<<>bz}
7 1) 1 7 n
Si sono trovati i punti di controllo ¢;:

(2t + (1)

7 7
G ot (1 - n—I—l) b

Osservazione 2.2. | punti di controllo ¢; sono ottenuti come combinazione lineare dei due vertici
adiacenti del poligono di controllo di partenza, quindi il nuovo poligono € inscritto nel vecchio.

.
i

3

I
™

o

1=

—_

3

+

@
Il
o

C; =

Degree elevation

function B = Bezier_degelev(b)
[d,n] = size(b)

B(:,1) = b(:,1)

B(:,n+1) = b(:,n)

n);

b(:,i—=1) + (1—-k)*b(:,i);
end

endfunction
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Algoritmi per curve di Bézier

Degree elevation
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Figura 2.11: Esempi di elevazione del grado

27



Curve parametriche

Osservazione 2.3 (Repeated degree elevation). Per disegnare una curva si puod pensare di innal-
zare il grado del poligono di controllo finnché questo non sia sufficientemente vicino alla curva;
i coefficienti dell'r-esima iterazione sono:

(:2s)
i—j
(")
i
Fissato t, se r — oo il poligono tende effettivamente alla curva, ma il costo computaziona-

le € molto piu elevato dell’algoritmo di de Casteljau in quanto servono molte elevazioni per
raggiungere una precisione paragonabile.

&:z%ﬂ
0 i

J

Suddivisione

Una curva puo essere suddivisa in due curve dello stesso grado giunte in un punto.
Dati ¢ €]0, 1] e

X() = Y- bB)

Si cercano:
n t
Culr) =Y aBi(r) =X@).tel0.d, 7=5c[01]
k=0
n A t_i\
Cr(u) = deBZ(T) =X(t),telt1],u= T3 € [0,1]
k=0 -

Definizione 2.6 (Operatori identita e shift).
Si definiscono gli operatori I, E' tali che Ib; = b;, Eb; = b4 1.

Osservazione 2.4 (Rappresentazione alternativa delle curve di Bézier). | punti della curva di
Bézier (algoritmo di de Casteljau) si possono rappresentare a partire dagli operatori shift e
identita: b7 = [(1 — )] +tE]" b,

| coefficienti ¢, e dj, si ottengono dall’algoritmo di de Casteljau come:

car=by(0), dp=b7" ()
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Algoritmi per curve di Bézier

infattﬁl:

Cr(r

||
NE

501 ) o - o
(1= D1 +iE] by (Z)Hm — )k

b
Il
o

I
M:

>
Il
o

n

(i
(Z) (71— 1 + 72E] (1 = )1 " by

I
M=

i
o

I
M=

I
=)

k
[T — I+ HE+ 1 — ﬂ}"bo
= [ =DI1+1E]" b

)Tk [(1 — I+ fE}k (1 —7) = 1" Fp,

Subdivision
function [bl,b2] = Bezier_subdiv(b,t)
[d n] = size(b)

=t
e = 1-t
bl1(:,1) =b(:,1)
b2(:,n) = b(:,n)
b =0b’
for i=1:d
C(:,:,i) =b(l:n—=1,i)xetb(2:n,i)xf
end
for i=1:d
b1(i,2) = C(1,1,i)
b2(i,n—-1) = C(n—1,1,i)
end
for r=2:n—-1
for row=1:n—r
for i=1:d
C(row,:,i) = C(row,:,i).xetC(row—+1,:,i).xf
end
end
for i=1:d
b1(i,r+1) = C(1,1,i)
b2(i,n—r) = C(n—r,1,i)
end
end
endfunction

tIl caso C'r si dimostra in maniera analoga
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Curve parametriche

Subdivision
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Figura 2.12: Esempio di subdivision

0.3

Curve di Bézier razionali

Le curve di Bézieri razionali sono un’estensione alle curve di Bézier che mira a migliorarne la

controllabilita.

Coordinate omogenee

Un insieme & rappresentabile mediante coordinate omogenee se € possibile associare un vettore
numerico (1, ...,x2) ad ogni elemento dell'insieme, in modo tale che due vettori distinti siano

0.4

0.5

0.6

0.7

associati a due oggetti diversi solo se linermente indipendenti.

Definizione 2.7 (Spazio proiettivo). Lo spazio proiettivo P(K) associato ad uno spazio
vettoriale K & definito come I'insieme dei suoi sottospazi vettoriali di dimensione uno (rette).

Se ogni vettore di uno spazio vettoriale di dimensione finita & rappresentabile tramite le
,Ty), ogni retta & descrivile come lo span lineare di un vettore non nullo:

sue coordinate (z1, ...
)\(.771, ,.T)n)

0.8

0.9
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Curve di Bézier razionali

Subdivision

Figura 2.13: Altro esempio di subdivision

Interpretazione geometrica in d = 3 Si immagini un piano I£? immerso in uno spazio |3
ed allineato col sistema di riferimento, ad esempio perpendicolare all’asse z. | punti di IE® sono

rappresentabili tramite |'insieme delle triple (z,y, z

unione dei punti al finito ed i punti all'infinito:

) oppure, a partire dai punti di E?, come

{lz,9,1]|(z,y) € B} U {[z,4,0]|(x,y) € P(E?)}

Analogamente ¢ possible rappresentare i punti del piano a partire dai punti dello spazio attra-

z Y
z? 2z

vero un'operazione di proiezione: (x,y,z) — (

1).
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Curve parametriche

el

w 0 600 800 1000

-100
2 0 600 50 1000

Figura 2.14: Esempio di curva tridimensionale con curvatura e torsione

Curve di Bézier razionali Una curva di Bézier razionale in uno spazio E¢ & Iadﬁroiezione di
una curva di Bézier classica definita in uno spazio E*!. In particolare si definisc

Yo(t) n .
Ya+1(t) = Z

in cui i B; sono vettori in E**1. La prima componente della curva (d + 1)-dimensionale &
pertanto:

wlt) = 3 ABL0)

ed applicando direttamente il concetto di proiezione si ottiene la curva proiettiva in E?:

wd) S BbBID)
X(t) = : == B3>0
ya(t) ;} Bi B} (t)

tPer comodita di notazione si intende lo spazio proiettivo perpendicolare alla prima componente del vettore,
owero (Z,Yy, 2, ..., cn) — (1, %, L)

Ten?en?
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Curve di Bézier razionali

3d de Casteljau
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Figura 2.15: Altro sempio di curva tridimensionale con curvatura e torsione

Osservazione 2.5. Se By = 1 = ... = [, X(t) = Y1, b;BI'(t) ovvero rimane una Bézier
definita dai punti di controllo b;.

Algoritmo di Casteljau per curve di Bézeir razionali

function Curve = RATBezier_casteljau(b, beta, t)
[d,n] = size(b)
n2 = length(beta)

B=[beta]
for i=1:d //Aumenta di una dimensione
B = [B;beta.xb(i,:)]
end
C = Bezier_casteljau (B, t)
for i=1:d
Curve(i,:) = C(i+1,:)./C(1,:) //Proietta
end

endfunction
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Curve parametriche

Proprieta
Simmetria
Sia s =1 —t. La proprieta segue direttamente da quella dei polinomi di Bernstein:

S B ibu iBIs) Y b BI(t) D BB
X(s) _ i=0 =0 _Jj=0

> BB (s) N BuiBr_(t) > B BI(t)
i=0 i=0 j=0

Convex Hull

Definendo la curva come:

X(0) =St ul) = 20ED ) =3 an

w(t> 7 1=0
si ha che:
n 1 n
uilt) = —= > BiBI(E) = 1
2 0= 0w &
(t)

ovvero la curva € una combinazione convessa dei punti di controllo ed appartiene alla convex
hull di questi.

Invarianza per trasformazioni affini

Deriva direttamente dal fatto che la curva & una combinazione baricentrica di punti; la dimo-
strazione ¢ analoga a quella per le curve di bézier classiche.

Linear precision

In generale non vale, infatti:

X(t) = é(bo + Lo)ui(t) = bo + é(fgvi(t))v =bo+ wit) é wPiB (B
da cui:
X(1) = by + ——0
w(t)

Se i [3; sono omogenei pero la proprieta si mandiene valida.
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Curve di Bézier razionali

1.0
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Figura 2.16: Linear precision: la distribuzione dei pesi (ciano) varia la densita dei punti della
curva (blu) rispetto al parametro t.
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Curve parametriche

Valori agli estremi

La curva interpola i punti di controllo agli estremi:

Bobo
X(0)=——=0
O =" =
Bnbn
X(1) = = b,
@ B
Variation diminishing
| punti della curva X (t) = Y0, bvi(t), con v;(t) = T,w(t) = Y, 0:B!'t), che
w

giacciono sulla retta ax + by + ¢ = 0 sono:

=0
" Bi(abi, + bby, +c¢) .
B'(t)=0
; o) i(t)
Bl(abn + bbzy + C)
w(t)

quindi, ponendo d; = si rientra nel caso della curve di Bézier classica, per

cui la proprieta & dimostrata.

Controllo pseudolocale

Modificando uno dei pesi:

A

B = B + AB;

si ottiene la curva: .
oo St BibiBIE) + ABb B

X(t) o
Z BiB}(t) + AB; B} (t)

()
Confrontando la curva modificata con quella originale si ha:

(X(t) — X)) = Zn:ﬂibiBf(t) + AB;b; By (t) — iﬁibiBf(t) — X(t)ApB; B} (t)
i=0 i=0
= AB B (t)[b; — X(1)]
La differenza tra le curve vale quindi:

ABBY (1)

(X(1) - X(t) = S BB (t) + AB; BI(t)

[b; — X(1)]
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Curve di Bézier razionali

Modificando un peso si ha quindi un effetto su ogni punto della curva, direttamente propor-
zionale alla distanza b; — X (¢): la curva tende ad avvicinarsi al punto b; se AfJ; & positivo,

allontanarsi altrimenti.

Razionale pesi omogenei - normale 12321

o TR

T
o |

0.17

0.0 T T T T T T T T
0.0 0.10.20.30.40.50.60.7 0.80.9

modifica pesi 2: esponenziale (g) e reciproco (k)

0.97 .
0.87
0.77
0.6
0.57
0.4
0.37
0.27
0.1

0.0 ——
0.0 0.10.2 0.30.40.50.60.7 0.80.9

modifica pesi 1

0.97
0.87
0.7
0.67
0.57
0.4+
0.37
0.2
017 O

™

=W
[T
B

0.0 T T T T T T T T
0.0 0.10.20.30.40.50.60.7 0.80.9

modifica pesi 3: asimmetrici exp (12 3 ...

size(p))A4 e reciproco

0.97
0.8
0.71
0.6
0.57
0.4
0.3
0.27 ‘
0.1+ O

/>\§\ \

|

b

0.0

0.0 0.10.2 0.30.40.50.60.7 0.8 0.9

Figura 2.17: Esempio di differenti distribuzioni dei pesi

Derivata

Sia:

Si puo calolare la derivata di X(¢):

= (Xw)

=Xw+ Xuw = X =

i—o Bib: B (1)

im0 BiBP(t)

d — Xuw'

w
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Curve parametriche

Le derivate di ¢(t) e w(t) sono note:

C(T) = 7’L£ Arﬁlblen_T
1=0

w® = nt S AT BT
=0

quindi, sostituendo in X (#) si ottiene:

n [SIg ABbBY (1) — (Xisg ABBYTT(1) X (1))

X0 = ST o BiBI(1)
T g A
o // \\_ o ///:S\
0.41 (( /’_\ \) 0.4 (( v \\ \)
0.3*: NL )]/// 0_3,: \Qé ;)////

0.0 T T T T T T T T T
0.0 0.10.2 0.30.4 0.50.60.70.80.91.0

modifica pesi 2: esponenziale (g) e reciproco (k)

0.9
0.8{
0.7
0]
0.57
0.47
0.37
0.2
01]

/N

0.0

0.0 0.10.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0.0 T T T T T T T T T
0.0 0.10.2 0.30.4 0.50.60.70.80.91.0

modifica pesi 3: asimmetrici exp (1 2 3 ... size(p))A4 e reciproco

e AN

st NN
ﬁC(& N/
0 Ng/ )/

0.0 0.10.2 0.30.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 2.18: Un altro esempio di differenti distribuzioni dei pesi
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Curve di Bézier razionali

Tangenza agli estremi

La tangenza agli estremi € mantenuta, infatti:

X(1) = BgnlAbn .

Se si volesse ottenere una curva chiusa si deve quindi imporre:

(Bn—1 4 B1)bo = Bn—1bn_1 + P1by

Curve di Bézier razionali in forma standard

Definizione 2.8 (Curva di Bézier razionale in forma standard). Una curva di Bézier razionale
si dice in forma standard se i pesi associati agli estremi del poligono di controllo sono unitari.

Per trasformare una curva razionale in una in forma standard, si utilizza la riparametrizza-

zione:
(14 a)u

1+au
La derivata della funziona di riparametrizzazione ¢(u) vale:

t= =¢(u), a€R,uecl0l]

. 1+ a
Ay L+ +a) —a(l+a) = 0%

quindi la funzione & monotona per a > —1, e la riparametrizzazione & ammissibile in quel range.
Ha senso quindi applicarla:

() =

By

X)) = ZBZ ( ) (11122? ((11+_$;n— B Zﬁl : () (=)™ +ay B

Z@(.) (1+ o)l — aw™™ 2@0 (1= w)"i(1 + a)

(1+ au)r

S Bbi(1+a)Br > BibBY
i=0 =0

Zﬁi(lJra)iBf ZB
z‘:OT’ i=0
e richiedere che siano verificate:
- 1
Gn=014+a)"=1 a=—F7=-1

/B (2.1)

Go=Bo(1+a)l =1, sefy=1
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Curve parametriche

La forma standard si puo ottenere solo nel caso in cui la condizione 3y = 1 sia gia verificata
inizialmente.

Algorito per il calcolo dei beta normalizzati

function beta=RATBezier_scalebeta(beta)
n = length(beta);
beta=beta/beta (1)
alpha=(1/beta(n))"(1/n-1);
for i=1:n

beta(i) = (alpha”(i—1))*beta(i);
end
endfunction

Sezioni coniche

Le sezioni coniche sono rappresentabili utilizzando curve di Bézier di secondo grado.

Coordinate baricentriche bidimensionali

Un punto p che giace nella convex hull di altri tre (bo,bl,bgﬂ che delimitano un triangolo ¢
identificabile univocamente con un sistema di coordinate baricentriche (ug, uy, us) a riferimenti
bo, b1, ba:

p = uopby + u1by + u2by

1 =g+ uy + us

Il sistema di coordinate sopra descritto & univocamente determinato, si dimostra che in:

To T1 T2 Uo T

Yo Y1 Y| |W ] =Y

1 1 1 Us 1
—_———— ——

A p

la matrice A & nonsingolare e quindi il sistema ammette soluzione unica. |l determinante di A
e legato all'area del triangolo byb,bs; fissando una base per esso si ha:

area(A) = LAl = L|(by — by) x (by — by)|

2 2

Applicando il metodo ci Cramer:

r T1 To
det Ag(z,y) =det | ¥y w1 v |;
1 1 1
Tog T X9
det Ai(z,y) =det | yo v v |;
1 1 1

fogniuno ha componenti ;, y;
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Top 1 T
det Ay(z,y) =det | vo »1 vy |;
1 1 1

e quindi:

det Ay Ai(x,y)

CdetA T A

dove A; = det A;(z,y) e A = det A. Il determinante di A & non nullo quindi le u; sono tutte
definite. Il sistema perde pero I'unicita nel caso in cui tutti e tre i punti siano allineati.

Uy

Rappresentazione di curve coniche

In generale una curva conica & rappresentabile come:

az® + 2bzy +cy* +drtey+f=0

o in forma matriciale, dato il punto p = (y):

P’ (Z i)p+(d7e)p+f:0

Il determinante della matrice determina il carattere della conica:

b >0 ellisse

a

det <b c) =0 parabola
< 0 iperbole

Si ricordano alcune definizioni:

e Ellisse: luogo dei punti del piano per cui la somma delle distanze da due punti fissati
(detti fuochi) & costante.

\/(x +c)?+y?+ \/(w —¢)2+y*> =R, fuochi allineati sull'asse = e centro nell'origine

e Parabola: luogo dei punti equidistanti da una retta ed un punto disgiunti.

1 1\2
(y—i- 4@) = /2% + (y4a> ,  fuocoin (0, 1), rettay = —

e Iperbole: luogo dei punti per i quali la differenza delle distanze da due punti assegnati e
costante.

\/(x +c)? + yQ—\/(x —c)2+y?> =R, fuochi allineati sull'asse y e centro nell'origine
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Curve parametriche

Archi di coniche con curve di Bézier

Siviluppando la formula di una curva di Bézier razionale in forma standard di secondo grado e
etichettandone in modo opportuno i termini:

W B 0 D+, 550 (0 0 ()
0 Dy (t) +01 P157(t) +02 D3 U _w _ug
XO="mosmnran 0 Y w0 Y T wm Y T we

w(t)

i punti della curva possono essere espressi in maniera semplice come:
X (t) = bovo(t) + byvi (t) + bavsa(2)

Dalle proprieta dei polinomi di Bernstein segue direttamente che Y- v;(t) = 1 ovvero ogni punto

della curva € una combinazione baricentrica dei tre punti di controllo, leggibile anche come

coordinate baricentriche rispetto agli stessi.

Calcolando il quadrato della componente v; si ottiene:

t2(1 —t)?
w?(t)

sostituendo ai v; la relativa notazione risultante dal teorema di Cramer vista nella sezione

precedente (v; = A;(x,y)/A), si ha che punti della curva rispettano:

A2(z,y) — 468100 (z, y) Ao, y) = 0

che un’equazione di secondo grado, ovvero una curva conica che cambia comportamento in
base al valore di f;:

U%(t) = 451 = 451@0(t>U2(t> = U%(t) — 451U0(t)U2(t) =0

<1 ellisse
B1{=1 parabola
> 1 iperbole

Algoritmo per il calcolo di curve coniche

function C = RATBezier_coniche(b,s, ttab)
// beta = s/(s—1)

C = RATBezier_casteljau(b,[1,s,1],ttab)
endfunction

Calcolo delle coniche mostrate in fig (219

pc = [-1,0,1;1,—-1,1];

ellipsel = RATBezier_coniche(pc,0.5, xcol);
ellipse2 = RATBezier_coniche(pc,—0.5,xcol);
parabola = RATBezier_coniche(pc,1, xcol);
iperbole = RATBezier_coniche(pc,3,xcol);

pc2 = [.5,0,1;1,0,.5];
circl = RATBezier_coniche(pc2,0.5, xcol);
circ2 = RATBezier_coniche(pc2,—0.5,xcol);

}
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-1.0

ellisse, beta = 0.5 (g), -0.5 (m)
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Figura 2.19: Rappresentazione di curve coniche
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Capitolo

Curve SPLINE

Bézier-spline

Uno dei possibili modi per migliorare la controllabilita e localita di una curva di Bézier e quello di
considerare sottointervalli della curva come curve separate, preoccupandosi di gestire i raccordi.
Dato un intervallo di definizione della curva [a,b] ed una sua partizione in m sottointervalli
Tra=u < Uy < ... < Uy < Uy = bdisgiunti ed adiacenti, si definisce la curva polinomiale
a tratti:

X(u):[a,0) = B, X(u) = JXi(t), t € [us, wus1)

in cui:

U — Uy

Xi(u) = Zbk,iBZ < h > , o hi = wi — g
k=0 i

e by, € il k-esimo punto di controllo della curva i-esima. | punti della curva X (u;) sono detti
nodi (knot) o punti di giunzione. La condizione di continuita si ottiene imponendo:

Xi(ui—l-l) = X¢+1(Ui+1) = bpi—1 = bo,

grazie alla proprieta di end-point interpolation; ad esempio date due curve disconnesse si pud
aggiungere un punto a tutte e due che stia spazialmente tra I'ultimo della prima e il primo della
seconda.
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Figura 3.1: Beziér-spline con continuita C0O: anche visivamente la curva & continua ma ha dei
punti in cui non & derivabile. A destra la hodograph, visibilmente disconnessa.

Continuita dei raccordi

Per aumentare la regolarita della curva si puo voler imporre la continuita delle derivate; ad
esempio per ottenere una curva in C! si impone:

Xi(uir1) = Xig1(uigr)

d

d
%Xi(ui—i-l) = —Xiy1(Uis1)

du
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0.97
0.8’:
0.77
0.6{
0.5{
04

0.37

0.2 T T ]
00 01 0.2 03 04 05 06 0.7 0.8 -1.5 T

Figura 3.2: Beziér-spline con continuita C1: la curva appare continua. A destra la hodograph,
di continuita CO.

Si ha che:
d d
%Xi(ui—&—l) = %Xi-f—l(ui-f—l)
d d u— u; d U — Uiy
—X;(1)— = — X, (0)——
AR h; a1 (0) Risn
Aby 1 Abgita
hi  hin
OVVEro: N
biiy1 = boiy1 + #H(bm —bp—14).

Analogamente per avere continuita C? si impone anche:

d? d?
@Xi(ui—&-l) = @Xiﬂ(uiﬂ)
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Curve SPLINE

da cui:
A2bn—2,i A2b0,i+1

2 o 2
hi hi—i—l

OVVEro:

Aby i1 = Abg 1 + h;;l (Abp; — Aby_1,).
(2
Quanto appena descritto € un metodo per ottenere una curva di Bézier definita a tratti
parametrizzata in modo tale che rispetto al parametro u la velocita di percorrenza della curva sia
proporzionale alla dimensione dei diversi intervalli assegnati ad ogni curva. In pratica € comodo
considerare l'intervallo [a, b] suddiviso equamente tra i vari tratti di curva (curva polinomiale a
tratti uniformi); in questo caso la funzione di riparametrizzazione ¢ la stessa per tutte (a meno
dell'intervallo) e non c'é bisogno di riparametrizzarle, perche si pud dare per scontato che ogni
curva sara valutata in [0, 1] quando u ¢ nell'intervallo corrispondente. Si ha che:
Le derivate delle due curve sono facili da derivare:

d d
X () = —X;
5 %i() = - X (u)

n—1 m—1

k=0 k=0

Sappiamo di voler allineare I'ultimo punto della prima curva con il primo della seconda, quindi:

n—1 m—1
n Z AbkﬁBgil(l) =m Z Abk7i+13271<0)
k=0 k=0

nAbn—u = mAbO,i—i—l

in quanto in 0 e 1 non si annullano soltanto rispettivamente il primo e |'ultimo polinomio di
Bersntein. Da qui, tenendo conto che per avere C° si impone b,,; = boi+1 segue direttamente
la relazione tra i quattro vertici:

brivi = (Mm+n)bp; —mby,_1,
Analogamente per avere C>
n—2 2
n(n—1)> A% Br*(1) =m(m —1) > A%by 1 B;(0)
k;?n — 1)A%b,_9; = m(m — 1);ZO,HI
da cui, imponendo le condizioni per C° e C!:

m(m — 1
baiv1 = 20141 — by + ¥ (bni — 2by—1,i + bp—2)

n(n —1)
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Figura 3.3: Beziér-spline con continuita C2: visivamente la curva € continua e regolare. A
destra la prima e la seconda hodograph: la prima & C1 e la seconda CO.

Continuita geometrica

Due curve si raccordano con continuita geometrica G° nel punto p se esiste una riparametriz-
zazione ammissibile per cui le curve hanno continuita C* in p.
Per avere continuita G', date due curve X (u), Y (¢) e la funzione u(t) : [to, t1] — [uo, u1]:

—X =Y
gt = ZYh)

d d d
wlﬁX(ul) £Y<t1), w1 %U(tl) >0

ovvero, formalmente due curve si raccordano G se:

L X ()

d
Jw; >0 tale che —Y(t;) = Wi

dt
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| ™~ ro
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Figura 3.4: Beziér-spline con continuita G2: visivamente la curva € continua e regolare. A
destra la prima e la seconda hodograph: la prima ¢ C1 e la seconda CO dopo che sia stata
applicata la scalatura relativa al segmento di spline.

Il caso G2 & analogo:

£ £

%X(tl) = %Y(tl)

d [ d d £
LY ) Zui) ) = Ly
du <du () gl 1)> 2 (1)

d e 42 d R

e come prima le due curve hanno raccordo G? se:

2 2

_ d d d
Jwp > 0,wy > 0, tali che %Y(tl) = wQ%X(ul) +w1@X(u1)

Come prima, nel caso pratico considerando equiparametrizzate le curve si ottiene, per le
continuitad G' e G%:

(n + mwy )b — nby_1

nAb,_1; = wimAbgip1 — by =
muwi

TL(TL — 1)A2bn—2,i = m(m — 1)A2b072‘+1 — b2,i+1 =
(n(n —1) —m(m — Dwa)by,; — 2n(n — 1)by—1,;, + n(n — 1)by,—a,; + 2wom(m — 1)by ;11
m(m — 1)ws

50



B-SPLINE

Figura 3.5: Beziér-spline con continuita G2: visivamente la curva € continua e regolare. A
destra la prima e la seconda hodograph: la prima ¢ C1 e la seconda CO dopo che sia stata
applicata la scalatura relativa al segmento di spline.

Implementazioni

Vedi appendice [A1]

B-SPLINE

Curve SPLINE monovariate

In generale, una curva SPLINE monovariata & una funzione S : [a, b] — R? polinomiale a tratti.
In particolare, definita una partizione 7 dell'intervallo [a, b]:

la,b] = U—fn L=[r71), T:a=T1 <N <..<T<Thp1=b
la funzione S & rappresentabile come:
S = UPi7 P :[n,mim] = RY, Pelly,

Si indica con S, . una generica funzione SPLINE sulla partizione 7 e composta di polinomi
tutti di grado m. Considerando I'intervallo [a, b] suddiviso in n sottointervalli, si & definito uno
spazio di dimensione:

dim(Sy,.-) =n x (m+1)

LNnlj=0coni#yj, LUl =[titiy2)
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in quanto ogni polinomio di grado m e identificato da m + 1 coefficienti. In pratica, volendo
rappresentare una curva, si vuole che S sia continua (ovvero lim; ., Pi(t) = Piyi(tiv1)) e
che anche le derivate si raccordino (S € Cm_lﬁ; questo lascia uno spazio di dimensione:

dim(Sp)=nx(m+1)—(n—1)xm=n+m
infatti ci sono n — 1 punti di raccordo per ogniuno dei quali si impogono m condizioni di di

raccordo (una di continuita e le derivate).

Base delle potenze troncate

Si definiscono:
(x — 1)}, T < T
07 xr S T;

m o __

(l’ — TZ')+ =
Definizione 3.1 (Base delle potenze troncate). Sulla partizione 7 : a =7 < ... < 7, = b si

definisce base delle potenze troncate |'insieme di polinomi:

{1,2 2, .. 2™, (v — )7, (@ —11)T}

Teorema 3.1. L'insieme delle potenze troncate é una baste per lo spazio delle spline S,, ;.

Dimostrazione. Si deve dimostrare che i polinomi della base sono [+m linearmente indipendenti,
ovvero che:

m -1
=0 i=1
Se x € I) = |11, 7] si ha:

m -1
Zaixi +sz (l’—Ti)T =0
i=0 i=1 STV

ovvero la tesi & dimostrata in quanto la base € quella canonica. Per x € I5 si ha:

m -1
dair' +bi(z =)+ bi(x—7)T =0
i=0 i=2 S~

=0

ma la proprita vale per gli a;, il che implica che debba valere anche b,. Procedendo allo stesso
modo si dimostra la tesi per tutti i b; O

m
m

Osservazione 3.1 (Derivata). (x —7)7 € C™ e d—(a: —T)'=mlsex>rT.
x

tNon si pud chiedere la derivabilita C™ perché questo ridurebbe lo spazio a k + 1 dimensioni, ovvero si
perderebbe il controllo sulla posizione dei punti di raccordo
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Base delle B-SPLINE

La base delle potenze troncate presenta problemi di malcondizionamento; questi possono essere

risolti definendo, sullo stesso concetto, una base a supporto compatto.
Si definisce una partizione di [a,b]ﬁ piu rilassata della precedente:

via=1ry < <..<y =b [intervalli

e, data la base:

I, vi<r<vn

Ni 1(1‘) =
’ 0, altrimenti
si definisce ricorsivamente:
Tr—V Vieb — T
vak<x> = Ni,k:fl(«x) + 7Ni+1’k,1($)
Vitk—1 — Vi Vitk — Vi1

Nota (Abuso di notazione). Per comodita, se uno dei denominatori di un termine in N, () si

annulla, questo viene considerato nullo.

Esempio 3.1 (Caso k = 2).

r — VU
U E— T € [V, Vi)
Vig1 — U
Nia(®) =3 vy —2
—————, T € [Vit1,Viya)
Vito — Vit
0 altrimenti
Esempio 3.2 (Caso k = 3).
T — U
: Nia(x), T € [V, Vi)
Vigo — UV
T — U Vits — &
: Niao(x) + Ak Nit12(x), € [Vig1, Viga)
Vigo — Vs Viy3 — Vit2
Nz,g(l') =
Vijts — &
as Niti2, T € [tiya,tiys)
Viysg — Viy1
0 altrimenti

fvettore dei nodi
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Figura 3.6: Base delle BSPLINE, in rosso & evidenziata la somma delle componenti.
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Proprieta
Supporto compatto

N, x(x) & a supporto compatto, infatti N;, = 0 se t & [t;, titx].

Non negativita

N x(x) > 0Vt € [t;, ti1x], in quanto somma di soli termini positivi in quell’intervallo.
Partizione dell’unita

n

ZNi,k<t> =1Vt e [Vk—la Vn—f—l]

i=0

Per induzione, la tesi & vera banalmente per N;1(t) e t € [to,t,+1]; supponendola vera per
Ni7k_1(t) RS [l/k_g, Vn—f—l] per Ni7k(t> et e [Vk;—la Vn—f—l] vale:

- S t—v Vigp — 1
Nig(t) = > | ————Nip-1(t) + ———Niy1x1(t)
i=0 i—0 LVitk—1 — Vi Vitk — Vig1
- : Nox-a(t) +>_ . ] Nij-1(t)
Vk=1-vy ~~—— o1 |Vitk-1 = Vi Vitk-1—Vi

7£O<:>t€[l/()7uk_1]
Vptk — t
+ T Nuyigra(t)
————

Un+k — Vn+1
#0tE[Vnt1,Vntk—1]

=0+ Z Nig—1(t) + 04+  Nog-1(t)
———

=1
=0,t€[Vk_1,Vn+1]

n
=Y Nip(t)
i=0
e in quanto [Vx_1, Vpi1] C [Vk—2, Vnt1], la proprieta & dimostrata.

Derivata

La derivata della base delle B-SPLINE & definita come segue:

dN; i(x) (k- 1) Nig—1(®)  Nipigp—1(z)

dx Vitk—1 — Vi Vitk — Vi1

Indipendenza lineare

55



Curve SPLINE

H
N
i

L

-
=]
a1 L

o
o

/\ / o \\\ VRN

o
o
SR BT T E
~
-
-
_—

N

kS
SR I

-

o
N

_

od-tr vl
\
/

o
IS

Figura 3.7: Partizione dell'unita: la somma delle basi & unitaria per ¢t € [v4_1, Vy11]. (in questo
caso k =3,7 ={0,1,2,3,4,5,6},n = 3)

si verifica banalmente, Vt € [a,b]. Analogamente, se k = 2:

n

ZCL,‘N@Q(I‘) =0&a;, =0, Vi

1=0

infatti nei nodi (z = v;) solo Njy_12(v;) # 0 e a; deve essere diverso da zero, per ogni j.
Per dimostrare la proprieta per k > 2 occorre procedere per induzione, utilizzando i precedenti
come casi base. Tenendo conto che vale:

n n o l N j—1(x) B Nig1p-1(2)
0

=0 =

Vitk—1 — Vi Vitk — Vit
espandendo e risommando i termini della sommatoria nella derivata si ottiene:
" [ a; — Qo

(k=1)3

=1

‘| Ni,k—l<x) = 0

Vitk—1 — V;

da cui si deve avere a; = a;,1 ovvero tutti i coefficienti coincidenti. Riportando questo risultato

alla sommatoria di partenza:
n

ad Nip(t)=0&a=0

=0

in quanto gli NV; x(z) sono una combinazione baricentrica.
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Generalizzazione della base delle B-SPLINE

La definizione di SPLINE data nella sezione precedente richiede che la curva abbia lo stesso
tipo di continuita su tutti i nodi. Questo vincolo nella pratica pud essere troppo stringente, e
talvolta conviele usare uno spazio delle spline allargato.
Data la partizione:
T:a=T9<nN<..<Tp=b I;=[1,Ti1)
ed un vettore:
M:ml,...,mn_l, Ogmlgk:

Questo vettore sta ad indicare il tipo di raccordo che si vuole nei punti 7, .., 7,,, se m; = 0 non
si chiede neanche la continuita, se m; = s si chiede la continuita delle derivate dalla zeresima
alla s. Si definisce:

Sm,T,M - f : [avb] — Rd per cui 3 pl(t)a 7pn<t) € Hma f(t)|L :pz(t>a €

pz(-s_)l(n) = pgs)(n), s ={0,....,m; — 1} se m; > 0,

nessuna condizione imposta in 7; se m; = 0

per cui se m; = k Sprm = Sm, mentre se m; = 0, Sy = P, ovvero non sussiste
neanche la condizione di raccordo semplice. Si ha quindi che II,,, C S,,,; Cm,7,M C P, ;, e
lo spazio appena definito ha dimensiond]:

n—1 n—1 o ) )
dim(smmM):(mﬂLl)Xn—Zmi:n+an nnmi%—mz:n_'_lu
i=1 i=1 -

I

Per comodita, usualmente il vettore M non si riferisce direttamente al grado di derivabilita
nei nodi, ma indica direttamente la molteplicita del nodo i-esimo nel vettore dei nodi, e prende
il nome di vettore delle molteplicita. In una curva di grado k la molteplicita del nodo (m) e il
grado di derivabilita della curva (d) sono legate dalla relazione:

m=k—d+1 (3.1)

ovvero per ottenere una curva a derivabilita massima (che coincide con le B-SPLINE classiche)
la molteplicita dei nodi deve essere minima (1) e viceversa, per ottenere la derivabilita minima
(nel caso pratico si richiede sempre la continuita C%) la molteplicita & massima (k).

Definizione 3.2 (Vettore dei nodi esteso). A partire dall'insieme M e dal vettore dei nodi v
(che ha n intervalli) si definisce il vettore dei nodi estesa:

T:itg< ... <tpo<tlp_1 < oo Sty Stpgpgr <o Ztppptn
(2) (b) (c)

TCome in precedenza, n intervalli, m grado
fCome in precedenza, k grado, m; € M
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in cui:
(a) e il vettore dei nodi ausiliari sinistri, e 1o = to < ... < t_o
(c) e il vettore dei nodi ausiliari destri 7, =ty 10 < ... < toiptk
(b) & tale che:
TO=lh 1 <T1I == . =lpgm <o <lpnipmy = by = Tnel <lpgpr1 =Ty
Come prima, si definisce ricorsivamente la base per le spline:

1 t€[titi)

Ni,1<t) —
0 altrimentioset; =t
top —t
0+ +7Ni+1,k71(t) = . =titgp—1 <liyk
Livr — Lig1
Nowl) =9
N —1(t) + 0 b < oo <tipgp—1 = titk
Livk—1 — U
t—1t,; tivp — 1
7Ni7k_1(t) + +7N¢+17k_1(t) tz < ... < ti+/€
livk—1 — t; litk — tita

Osservazione 3.2 (Caso particolare: polinomi di Bernstein).

Ponendo |1y, 1] = [0, 1], il vettore dei nodi estesi per una spline di grado & diventa:
t:mp=tg=..=1p 1 <tlp=..=1op_1="T1.

Dalla definizione di N; j, per i < k segue:

t— t
Ny(t) =~ Ny () + 2 Ny (1)
tk — tl T t1+k — tz
quindi, ricorsivamente:
t—t t —t
Nyjp_1(t) = 2 Ny j—o(t) + Easl Ns j—o(1)

lpr1 — to~—a— loyr — 13
=0
Si pud scrivere la formula generica:

t —tt —1
Nii(t) = Lk 2k o Nivg—11(t)
bigr — toatoyy —t3
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B-SPLINE

maty=..=1tp 1€t =..=1lop 1 da cui:

T —t\F1!
Ni(t) = ( ! ) Nivr-1.1(t)

T — To
analogamente, per ¢ > k:

t—1 Ly — 1 t—10 \F!
Nik(t) = fNi,kfl(t) o Nij1p-1(t) =...= < — ) Nog_11()
tz+k—1 tz tz+k tz—i—l SN———— 1 70

Da qui, sostituendo 7y = 0 e 7y = 1 si ottiene:
Nl,k<t) = (1 — t)kil = Bfﬁl(t), Nk’k(t) = tkil = B;z:ll, t e [T[),Tl]
In generale si puo dimostrare che:

Nijr(t) = By '(s), te [tits, tivj1l, s € [10,71]

Algoritmo per il calcolo della base delle BSPLINE

function base = Bspline_base(i ,k,T,t)
if k==1 then
if t<T(i+1) & T(i)<=t then base=1; else base=0; end;
else
if T(i)=T(i+k) then
base=0;
else
if (T(i+k—1)"=T(i)) then
Ip = ((t=T(i))/(T(i+k—1)-T(i)))* Bspline_base(i,k—1,T,t)
else
Ip =0
end
if (T(i+k)"=T(i+1)) then
rp = ((T(i+k)—t)/(T(i+k)-T(i+1)))* Bspline_base(i+1,k—1,T,t)
else
rp =0
end
base=Ip+rp;
end
end

endfunction

Derivata

La definizione di derivata e |'estensione diretta di quella della base B data in precedenza:

Nig-1(t) Nij1-1(t)

livk—1 — ti Litk—ti 1

dN; x(t)

k=D
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Curve SPLINE

Bspline senza endpoint interpolation

. Vﬁj Ve
0 AN \X
4

O.lj
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(a) k=3

Bspline senza endpoint interpolation

ﬁ oo

|
o |
1

Figura 3.8: Due esempi di curve BSPLINE, una di 3 e una di 8 grado. Si nota chiaramente la
mancanza di interpolazione agli estremi.
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B-SPLINE

Curve B-SPLINE

La proprieta di somma unitaria della B-base estesa in [t;_1, t,,1] permette di utilizzarla in modo

analogo ai polinomi di Bernstein per definire una curva:
X(t) = diNi(t), t€ [tp1,tns]

in cui d; sono punti in 4.

Algoritmo per il disegno delle BSPLINE: ricorsivo

function Curve = Bspline_curve(k,T,b,t)
It = length(t)
[d,n] = size(b)
IT = length(T)
Curve =[]
for p=1:1t—-1
=]
count =1
for i=1:1T—k
c=ct+b(:,count).xBspline_base (i, k,T,t(p))
count = count+1
end
Curve=[Curve , c]
end
endfunction

Proprieta

Invarianza alle trasformazioni affini

P(X(t) = AX(t) +v =2 ©(di) Ni(t)

Controllo locale Set € [t,,t,41]:

X(t) = Zr: d;N; k(1)

i=r—k+1

in quanto tutte le altre NV, x(¢) sono nulle, ne consegue che la modifica di d; ha effetti sulla

curva solo nel corrispondente intervallo ¢;,¢; .

Strong ConvexHull Come nel caso dei polinomi di Bernstein, lasomma > d; N, x(t), t€
[tr_1,tns1] € una combinazione baricentrica dei d;, quindi la curva giace nella convex hull di
questi; in pit la proprieta di localita garantisce che la curva, per t € [t,,t,.1] sta anche nella

convex hull dei punti [¢;,t;1%], ovvero si ha la convex hull forte.
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Curve SPLINE

Bspline con endpoint interpolation e nodo con molteplicita massima
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(a) k=3

Bspline con endpoint interpolation e nodo con molteplicita massima
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Figura 3.9: Molteplicita dei nodi: i due esempi precedenti di curve, con un nodo a molteplicita
massima (derivabilita minima).
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B-SPLINE

Linear precision (come conseguenza della strong convex hull) Se si hanno (k—1) punti
di controllo allineati d;; = d; + ov, r = 0, ..,k — 1 I'equazione della curva diventa:

j+k—1 Jjt+k—1
X(tjrh-1) = Y diNip(tjsn—1) =dj+v Z @i N (tjru—1)

=]

ovvero se almeno k& — 1 punti sono allineati la curva tocca il segmento su cui giacciono i punti
di controllo, e se almeno k lo sono la curva si schiaccia sul segmento stesso.

Derivata

dX(t) _ (h—1) zn:dz‘ Nig-1(t)  Nit1p-1(?)
livk—1 —ti  tigg — tip1

N

N;p_q(t
= tivk—1 — sie-1(l)

T difl 7 i—1

. . d[r—l] . d[r—l]
scrivendo il coefficiente come d\" (e ricorsivamente d" = ——————) si puo
Livk—1 — Livk—1 —

generalizzare:

= (k= 1)k =) S d N1 (1), € [thn, tnsa]

i=1

End point interpolation In generale |la proprieta di end point interpolation non vale per le
B-SPLINE, ma la si puo forzare.

Dato il vettore ausiliario ¢ : tg, ..., t;, ..., tigh—2, --s thyptk, S€ 1 k-1 nodi ¢;, ..., t;4x_2 coincidono
si ha che X(tz) = di—l- Quindi, forzando tg=..=1p_1 =196 tk_HH_Q = .. = tk-i—u—i—k = Tn,
Nox(t) = BF ( L= > con t € [1y,71] € Noi(t) = Bl (W
1 — 70

ovvero la proprieta ¢ verificata.

> con t € [Ty_1,Tnl,
Tn — Tn—1

Derivata agli estrimi: raccordo Per disegnare una curva chiusa a derivate continue si deve

imporre:
d"X(m) d"X(m)

=0,...k—2
drt at T
ovvero, per ogni r:
(k — P S AN (o) = (k= 1) (k=) S dV N1 (72)
i=1 i=1

Per le proprieta degli V; ;:

k—2 n
(k—1)...(k—r Zd Niga(m)=(k=1)(b=7) S dNig 1 (7)

= i=n—k-+2

da cui derivano direttamente le condizioni da imporre, ovvero:
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Curve SPLINE

(a) k=4, 3 nodi allineati

\

(b) k=4, 4 nodi allineati

Figura 3.10: Linear precision: esempi con k — 1 (= 3) e k (= 4) nodi allineati.
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B-SPLINE

Bspline con endpoint interpolation

KAWaNY X\\T(\

: ) \
O.Zj /
|
0.1 ) O~
00 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

(a) k=3

Bspline con endpoint interpolation

I~ =

o
©
[

- \\\ [ \\\
- N

o o
N w

I — Lo
G

<\

i
a

T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 3.11: End point interpolation: i due esempi precedenti di curve a cui & stata forzata
I'end point interpolation.
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Curve SPLINE

e | primi e gli ultimi punti di controllo devono coincidere: d; = d,, 424, 2 =0,....k — 2
e | primi e gli ultimi nodi ausiliari vanno definiti in modo tale da rispettare le distanze:
h; = hp—kt2+i
hn+1+i - hk—1+i

sempre per t =0, ...,k — 2

Algoritmi per curve BSPLINE
Disegno della curva: de Boor

L'algoritmo di de Boor calcola i punti della curva in maniera analoga a quello di de Casteljau
per le curve di Bézier.
Considerando ¢ € [tg_1,t,11]

=0
= t— ti ti —t
=2 A | " Nigoa(t) + " Nig1 41 (8)
i=0 ti—‘rk—l - tz ti+k — ti+1

= | tirk—1 — 4 Livk—1 — ti
oM (1) 1-aP ()
O
- () t—t - () () () 7G—D)
a questo punto, definendo ;" (t) = P di conseguenza d;”(t) = oy’ (t)d;” () +
A ‘ itk—j — Li
(1= o ()5 (0):
X(t) = Y d? (8 Nij—s (1)

.

[
|| Il
=M= =

di  (ONia (1)
i=k—1
owvero, se t € [t,,t,41], X(t) = d*=D(¢).

Per t € [t,,t,11] si possono escludere dalla sommatoria iniziale i termini nulli:

X)= Y dfV(ON@)

i=r—k+1

ed & possibile ottimizzare I'algoritmo.
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B-SPLINE

Bspline chiusa
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Figura 3.12: Derivata agli estremi:
avere una curva chiusa.

i due esempi precedenti di curve, con T modificato per
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Curve SPLINE

Algoritmo per il disegno delle BSPLINE: deBoor

function Curve = Bspline_deboor(k,T,b,t)
It = length(t)
[d,n] = size(b)
IT = length(T)

intervals =[]
for i=1:(1T-1)
if T(i)<T(i+1)
intervals=[intervals ,[T(i);i]]
end
end
intervals=[intervals ,[T(IT);min(find (T=T(I1T)))]]

Curve = []
for p=1:1t -1
r = intervals (2, max(find (intervals (1,:)<=t(p))))
d=b
for j=1:k—1
for i=r:—1:r—k+j+1
a = (t(p)-T(i))/(T(i+k=j)=T(i))
d(:,i)=a*d(:,i)+(1—a)* d(:,i—-1)
end
end
Curve=[Curve ,d(:,r)]
end
endfunction

Knot Insertion

Si vuole inserire un nodo t* ¢ T tale che t* € [t,,t, 1] per creare il vettore T

=TU{t}, e

definire una curva su T che sia identica a quella precedentemente definita su 7. In particolare

si definisce la curva:

n+1 n
XA = Y AN () = 3 diNia(t) = X (1)
i=0 i=0
in cui:
ti, 1= 0,...,7"
Tt =< t*, i=r-+1
ticy, t=r+2,..n+u+k
Definendo:
t* —t; )
—, t=r—k+2,..,7
ar; = livk—1 —
1, 1=r—k+1
tiigp_1 —t* .
L, 1=r—k+1,...,r—1
ap; =1 tivk—1 — t;
1, 1=7
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B-SPLINE

si posso scrivere i nuovi N, a partire da quelli vecchi:

N (1) Pi= 0, —k
N:k<t) = OéL’iNi’k(t) + OCRJ‘+1NZ'+17]€<ZS) it=r—k-+ 1, e T
Ni—l—l,k(t) Z:T+1,,n+l

Espletando parte dell’'equazione della nuova curva si ottiene:

n n+1
X(t) =D diNip(t) = > di N7, (1)
i=0 i=0
r—k r n+l
=Y dINig(t)+ D di(apiNip(t) + ariiNipi s () + Y diNija(t)
i= i=r—k+1 i=r+1
r—k+1 r n+1
= Y diNip(t)+ D (diap; +diciar)Nig(t) + > disiNig(t)
i=0 i=r—k+2 i=r+1
da cui si possono ricavare direttamente i d;:
d;, 1=0,..,r—k+1
d;k = aL,idi+aR,i+1di—1 i:T—k+2,...,T
di,1 2:7"+1,,n—|—1

Algoritmo di knot insertion

0 N OO W N -
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function [nb,nT] = Bspline_knotins(k,T,b,p)
[d,n] = size(b);
IT = length(T);
intervals =[]
for i=1:(1T-1)

if T(i)<T(i+1)

intervals=[intervals ,[T(i);i]]

end

end

intervals=[intervals ,[T(IT);min(find (T=T(1T)))11];
r = intervals (2,max(find (intervals (1,:)<=p)));

nT = [T(1:r),p, T(r+1:1T)];

nb = b(:, 1:r—k41);

for i=r—k+2:r

a = (p=T(i)

) /(T(itk=1)-T(i));
nb = [nb,axb(

i)+ (1—a)xb(:,i—-1)];
end

nb = [nb,b(:,r:n)];

endfunction
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Bspline knot insertion

Curve SPLINE
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Figura 3.13: Knot insertion:i due esempi precedenti di curve, con una operazione di knot

insertion eseguita per ogni intervallo.
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Curve NURBS

Curve NURBS

Le curve NURBS (Non Uniform Rational B-SPLINEs) sono un’estensione delle B-SPLINEs
analoga alla razionalizzazione delle curve di Bézier.
La curva NURBS ¢ definita come:

i Bid; N; i.(t)
x =2

Z BiNi k(1)
i=0

, te [tk—latn—l-l]) T = {t07"'7tk—17”'7tn+17'”7tn—|—k}

BiNii(t)

Per comodita si indica con w(t) = Y1 5;:N; x(t) e di conseguenza con R;(t) = Ol
w

cosi |'espressione della curva diventa:

X(t) =2 diRik(t)

Algoritmo per il calcolo delle curve NURBS

function Curve = Bspline_rational(k,T,b,beta, t)

[d,n] = size(b)
n2 = length(beta)
B=[beta]
for i=1:d //Aumenta di una dimensione
B = [B;beta.xb(i,:)]
end
C = Bspline_deboor(k,T,B,t)
for i=1:d
Curve(i,:) = C(i+1,:)./C(1,:) //Proietta
end

endfunction

Proprieta

Le proprieta delle curve NURBS derivano direttamente da quelle delle B-SPLINEs, se 3; > 0V 7.

Influenza dei coefficenti

Per studiare l'influenza dei coefficienti si puo calcolare cosa succede quando uno di questi
cambia. Si definisce:
-:{ﬁjwﬁj, i=

Bi L
' Bi, altrimenti

e di conseguenza:

i BiNix(t) = w(t) + AB;N;x(t)

1=0
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Curve SPLINE

La nuova curva differisce dalla nuova di:

(X(0) - x (1)) = 22N ‘w)(igthNmk<t> _ ANt Ef) - X(1)

ovvero |'effetto & limitato dalla proprieta di localita di N, x(t), ha verso (d; — X (¢)) (cioe € in
direzione del nodo interessato dal cambio di peso) e ha ampiezza ApS;.
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Curve NURBS

Figura 3.14: NURBS: i due esempi precedenti di curve, con il peso relativo ad un punto
modificato in direzioni opposte.
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Curve SPLINE
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Figura 3.15: Disegno di una circonferenza con una curva NURBS
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Capitolo

Interpolazione

usando curve parametriche

Dato un'insieme di coppie di valori del tipo:
(zi, fi), 20 <..<xn, i=0,...n

tali chell z; € R* e f; € E%, il problema dell'interpolazione consiste nel trovare una curva f(t)
(tipicamente una funzione polinomiale: f(t) € I1,,(t)) ed una parametrizzazione t = g(z;) per
cui la funzione interpoli i dati forniti, ovvero:

flglz))=fi, 1=0,...,n
e scelte in modo che siano compatibili:

{f:[a,b]—>]Ed

g : [ro, xn] — [a, b]

Parametrizzazioni

Supponendo di vole usare la base di Lagrange@ per definire un polinomio interpolante ai dati,
si avrebbe un'espressione del tipo:

n n n
€T — Ty

(4.1)
i=0 i=0 i Li Ty
j=1

fIn queste note si considerano le funzioni monovariate, ovvero x; € R
n

Xr — T
Lin(e) =[] —
gAY

j=1
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Interpolazione

Da qui, per passare dal polinomio (A.1l), strettamente legato agli x;, a una curva parametrica
in ¢ su un intervallo [a, b] arbitrario che sia interpolante gli stessi punti, si definisce:

per la quale i punti di controllo P; coincidono con i punti da interpolare f;, e i parametri t;
corrispondenti dipendono dalla parametrizzazione utilizzata.
Alcuni schemi di parametrizzazione sono:

e Uniforme: Si sceglie la parametrizzazione in modo che i ¢; corrispondenti ai punti di
interpolazione siano equispaziati nel dominio [a, b] del parametro, ovvero:

.
PO G ) B S
n

Parametrizzazione uniforme

function u=Il_par_unif(p)
[d,n] = size(p)
u=1/(n—1)*%(0:n—-1)
endfunction

N

e Chord Length: Si sceglie la parametrizzazione in modo che i ¢; siano distanziati in
maniera proporzionale alla distanza dei punti, cosi da migliorare la corrispondenza tra la
posizione dei punti in [a, b] e la loro immagine sulla curva:

t() = a
|Pir1 — P

o |Pjr1-pjl

ti—i—l = tz + (b — a)

Parametrizzazione Chord Length

function u=Il_par_cl(p)
[d,n] = size(p)
df [i sum(abs(p(:,2:n)—p(:,1:n-1)),1)
df = df/sum(df)
u(1l)=0;
for i=2:n
u(i) = u(i—1)+(df(i—-1))
end
u=(u/u(n))’

endfunction

© 0N OO AW N

=
= o
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Parametrizzazioni

e Centripeta: La parametrizzazione centripeta € definita in modo simile a quella Chord
length:

t() = a
|Pi1 — P

Z?:o ‘Pj+1ij|a’

ti+1 = ti -+ (b — CL)

_ 1
@ =3

Parametrizzazione Centripeta

1| function u=Il_par_centrip(p)

2 [d,n] = size(p)

3 u=

4 df = sum(abs(p(:,2:n)—p(:,1:n-1)),1)
5 df = df."(0.5) /sum(df)"(0.5)
6 u(1)=0;

7 for i=2:n

8 u(i) = u(i—=1)+(df(i-1))
9 end

10 u=(u/u(n))’

11 | endfunction

In generale questi stessi schemi di parametrizzazione si possono applicare nel dominio delle
curve SPLINEs per segmentare il dominio della curva nei suoi sottodomini.

Figura 4.1: Parametrizzazioni a confronto
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Interpolazione

Interpolazione mediante SPLINE cubica C! alla Hermite

Si supponga di avere a disposizione i dati da interpolare in forma di triple:

(tiafiafi/)7 @':07'”7”

in cui f; rappresenta il valora da interpolare e f; la tangente alla curva nel punto di interpola-
zione; si cerca una funzione spline f(t) € II,, che interpoli i dati in questo modo:

fti) =rfi
fit) =1
Ricapitolando, dati:
(us, Pryw;), a=uy<..<u,=0>b

si pud costruire una curva spline di terzo grado con continuita C! interpolante a partire dalla
base di Bernstein. In particolare, si cerca una curva:

X(u) = X;(u), u € [u;,up]

3 U — U;
Kt S (2 )
k=0

Uit1 — Uy

per la quale valgano:

Xl(uz) =P
du —
Xi(ui-H) = i+

dXi(uis1) _
S = Wit
du

Dalle proprieta dei polinomi di Bernstein segue direttamente che per le condizioni agli estremi
si devono imporre:

X (w) = X;(0) =by; = P,

Xz’(ui+1) = Xi<1) =bz; = P

mentre per le derivate:

dX;(u; 1 dX;(0 3
d( ) — ( ) = (bl,i - bO,i) = w;
u Ui —u;  du Wit1 — U
fi +1) _ ( ) = (bgﬂ' — bQ,i) = Wi41
u Uiy —u;  du Uiyl — Uj
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Interpolazione mediante SPLINE cubica C!

da cui si ricavano direttamente:
ui+1 — U,
bii = Twi + bo.i

Uit1 — Uy
= —————Wiy1 + by,

Spline cubiche

function [Curve,h hodo,hodo2]=Interp_cl(p,w,tparam,h npoints)
[d,n] = size(p)
Curve=][]
hodo =[]
hodo2 =[]
dp=diff (tparam)
for i=1:n—-1
b=[]
b(:,1)=p(:,i)
b(:,2)=dp(i)*w(:,i)/3+b(:,1)
b(:,4)=p(:,i+1)
b(:,3)=dp(i)*w(:,i+1)/3+b(:,4)
tab = [0:dp(i)/npoints:1]
Curve=[Curve, Bezier_casteljau (b, tab)]
hodo=[hodo,1/dp(i)*Bezier_casteljau(Bezier_hodograph(b),h tab)]
hodo2=[hodo2,1/dp (i) "2xBezier_casteljau (Bezier_hodograph(Bezier_hodograph (b)), tab
)]
end
endfunction

Schemi di approssimazione delle derivate

Se non si hanno a disposizione triplette di dati ma soltanto coppie (u;, f;), si possono definire
degli schemi per approssimare i valori f/ ed utilizzare comunque un approccio alla Hermite per
I'interpolazione.

Schema FMILL Scegliendo di approssimare le derivate in questo modo:

o _Pn-Pa
i hi—1+hi ) PR
Pl_PO Pn_Pn—l
Wy = ho , Wn = hn_l

in cui h; = w;1 —uy, si ha un’approssimazione al prim’ordine della curva. Infatti, se F'(u) fosse
la funzione che ha originato le coppie di interpolazione (u;, f;), si avrebbe:

1
Pipr = Fluipr) = F(u;) + hiF' (u;) + §h$F”(f)

1
Py = Fui—1) = F(u;) + hio1 F'(u;) + §h?_1F”(C)

Py — Py = (hioy + hi) F'(u;) + O(h?)
Py — Py

— F/ . 2
P (u;) + O(h?)
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Schema FMILL

function w=I_tang_fmill(p,u)
[d,n] = size(p)
h=diff (u)
w=[(p(:.2)=p(:,1))/h(1)]
for i=2:n-1
w=[w,(p(:,i+1)=p(:,i-1))/(h(i-1)+h(i))]
end
w= [w, (p(:.n)=p(:.n=1))/h(n-1)]

endfunction

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn
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Figura 4.2: Schema FMILL

Tangenti di Bessel L'idea alla base delle tangenti di Bessel & quella di considerare la derivata
di un polinomio di secondo grado interpolante tre punti consecutivi come terzo valore per il
polinomio interpolante di terzo grado.

Siano ¢;(u) curve polinomiali a tratti in I, tali che:

ql(uj):Pj j:Z—l,Z,Z—l—l u & [ui,l,uiﬂ]
definite in questo modo:

2 U — U;—
qi(u) =) _ by B} <1>
k=0

Ui41 — Ui—1
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Interpolazione mediante SPLINE cubica C!

U — Ui—1

Uil — Uj—1

definendo t(u) = ( ) la precente puo essere scritta:

3
gi(u;) = > briBi(ty,) = Po1Bj(ty,) + b1 Bi (ty,) + Piy1 B3 (ty,)
k=0

=P (1 —t,)* + 2by it (1 —t,,) + Piﬂlfle =det P

da cui:
P = Pa(1—ty,)? — Pt
B 2tui(1 - t“i)
Mantenendo la notazione h; = u;, 1 — u;, si ha che:

hifl hz

by =77, 1—ty,=7—""—"+
‘ hi—q1 + h; ’ hi—1 4 h;

e si puo riscrivere I'equazione precedente in questa forma:

b1

bii=3 -

2 hi—1h; hi—1 hi

Ora che i polinomi ¢; sono definiti & possibile ricavare i valori w; per i punti di interpolazione
in questo modo:

1 (-Pi(hi—l +hi)*>  Piih _ -Pi—i-lhi—l)

PP , Pu-P
hi————— + hi g ————
o dalw) 1 dat) R MU,
‘ du hi—l + hl dt hl',1 + hz
Agli estremi si fissano:
o 2(P, — Fy) _ 2(P, — P,1)
’ ho + hq " Py + hpy

Questo schema fornisce un’approssimazione della derivata della curva, infatti:
P, = F(u;)
1
Pioy = P = Fl(ug)hiy + hi " (w) + O(RLy)

1
P =P+ F'(u;)h; + §h?F”(Ui) +O(h?)

da cui:
P — B 1

P—P 1
e F'(u) = ihin”(ui) +0(hi_y)
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ed infine:

Schema di Bessel

function w=Il_tang_bessel(p,u)
[d,n] = size(p)

h=diff (u)
va: [2_*2(_p(:1,2)—p(: 1)) /h(1)+h(2)]

wo= )f\ivv((p(r ci)=p (i i=1))xh (i) /h(i=1)+(p(:, i+1)=p (s, i))xh(i=1)/h(i))/(h(i-=1)+h(i)
end

w = [w,25(p(:,n)=p(:,n—1))/h(n—1)+h(n2)]
endfunction

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

AN
Figura 4.3: Schema di Bessel

Interpolazione mediante SPLINE cubica C?

Dati:
a=uy<..<u,=b, PeE! i=0,.,n
si vuole definire una spline C* composta dalle curve:

X(u)t = Igbk,iBi’(t(U))’ Hu) = <H>T

Ui+1 — Uy
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Interpolazione mediante SPLINE cubica C?

per le quali valgono le condizioni:

Xi(ui) = Xioi(u;) = B

du du
dQXZ‘ (uz) o dQXZ‘_l (UZ)
v d?u

Dalle condizioni per le continuitd C° e C! deriva direttamente che i cofficienti devono valere,
come ricavato in precedenza:

bo; = b
hi
b, =P + g’wz’
h;
b2,i = 141 — gwi+1

bz = Pit1

Scelta delle tangenti w;

d?X;(u;) _ d?Xi_1(uy)
d?u - d?u

Dalle condizioni di continuita della derivata seconda , segue che:

1dX(0) 1 dXia(1)

h? d:t  h:, d%

OVVero:
1 1
-5 (ba; — 201+ bo;) = 75— (b3im1 — 2bgi1 + b1i—1)
h h
; i1
da cui:

1 hi h;
2 Kpiﬂ - 3wi+1> —2 (Pi + 3wi> + (R)]

1

1 hi— hi—
=52 [(Pz) -2 (R‘ - 31wz> + (132'1 + 31wi1>‘|
i1

Tper brevita si pone u;11 —u; = h;
Fper comodita di notazione talvolta si usa direttamente X;(t) = S0_ by B3(t), t € [0,1]; I'espressione
usata & di volta in volta determinata dal nome del parametro, u oppure t.
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la quale puo essere manipolata, moltiplicando per 3h;h;_1, fino a questa forma:

Po—P  , P—P,

hiwi—y 4 2(hi—1 + hi)w; + hiywipr = 3 |hiy N + h; N
i i1

T;

| T,, sono tutti termini noti, e si ha un sistema di n — 1E| equazioni in n + 1@ incognite, che puo

essere scritto nella forma:
Aw =T (4.2)
in cui:
W = (wo,...,wn)T, T = (Tl,...,Tn_l)T

ed A & una matrice in M@=Dx(=1) 54 elementi:

hy 2(ho + ) ho 0 “e 0

0 ho 2hy +hs) Iy - 0
A=, . . . . :

0 e 0 hnfl 2(hn72 + hnfl) hn72

Rimangono da fissare i valori delle derivate agli estrimi wg e w,,. Alcune tra le scelte pitu comuni
sono le seguenti:

e Spline naturale: scegliendo di avere derivata nulla agli estremi, ovvero:

PXo(0) X, (1)
a2t d2t

h h
<P1—30w1>—2<P0+30’LU0>—|—P0:0

2h0w0 + h0w1 = 3(P1 - PO)

Per la derivata all'ultimo punto il ragionamento & analogo e si ha:

=0

si ha, per i = 0:

da cui:

hn—lwn—l + th—lwn = 3(Pn - Pn—l)

La matrice A ed il vettore T dell’equazione (£2]) possono essere allargati per comprendere
i valori agli estremi:

2ho ho 0 0

hy  2(ho + hy) ho 0 0

0 ho 2(hy + hg) M 0

A= . . : : . :
0 Bt 2o+ hao1)  hnoo
0 0 B, i 2h, 1

fconsiderando n intervalli
futti i w;
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Interpolazione mediante SPLINE cubica C?

T — (3(P1 - P0)7T17

7Tn717 3(Pn - Pnfl))T

Spline naturali

1| function [w,A T]=I_tang_c2_nat(p,u)
2 [d,n] = size(p)
3 h=diff (u)
4 A= ]
5 T =[]
6 A(1,:) = [2xh(1),h(1),zeros(1,n—2)]
7 T(:,1) = 3x(p(:,2)—p(:,1))
8 for i=2:n—-1
9 A(i,:)=[zeros(1,i—2),h(i),2x(h(i)+h(i—1)),h(i—-1),zeros(1,n—i—1)]
10 TG 1) = 3=((h(-D/h())+(p 1 +)=p ( I)H (I /M(T-D] (b (51 1)=p (i)
11 en
12 A(n,:) = [zeros(1,n—2),h(n—1),2xh(n—1)]
13 T(:,n) = 3%(p(:,n)—p(:,n=-1))
14 w=(A\T") "’
15 | endfunction
VZ 2
4 s

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

B S
N\

T |
e

Figura 4.4: Spline C? naturale

e Spline not a knot: una possibile scelta di wg e w, meno arbitraria si puo ottenere
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Figura 4.5: Spline C? naturale, curve hodograph

forzando due condizioni in piu sulle derivate terze agli estremi:

d3X0<U1) . d3X1(U1> id?’Xo(l) . id3X1<O)

Bt Bt w Pt d
d3Xn,2(un,1> . d3Xn,1(Un,1> 5 1 dSXn,2<1) . 1 d3Xn,1(0)
d3t N d3t R3 ., A3t h3_, A3t

Svolgendo (la prima equazione, la seconda & analoga) si ottiene:

1 1
ﬁ(bs,o —3ba +3b1o — boo) = ﬁ(b&l —3ba1 +3b11 — o)
0 1
1 1
ﬁ(Q(PO — Pl) + ho'LUo + howl) = ﬁ(2<Pl — Pg) + hle + hlwl)
0 1
2h2 2h?
h%wo + (h% — h%)wl — h%wg = 70(P1 — Pg) — 71(P0 — Pl)
hq ho
Quindi, dando un nome breve per comodita alle parti note delle equazioni che abbiano
trovato:
2h2 282
5:7(P1—P2)—7(P0—P1)
1 0
2h2 2h2_
7= hn Q(Pn—l_Pn)_h 1(Pn—2_Pn—1)
n—I1 n—2

86



Interpolazione mediante SPLINE cubica C?

la matrice A ed il vettore T dell'equazione (&2]) diventano:

h% (h%_h%) _hg 0

he 2(ho+h1)  ho 0 0

0 Do 2(hy + he) My 0

A= . . : . . .
0 hn—l 2(hn—2+hn—1> hn—Q
0o - e hay (o —hig) —ho,
T = (67T17"'7Tn—17’7)T
Spline not-a-knot

1| function [w,A T]=I_tang_-c2_nak(p,u)
2 [d,n] = size(p)
3 h=diff (u)
: A= ]
. T= 1]
6 A(1,:) = [h(2)"2,(h(2)"2=h(1)"2),—h(1)"2,zeros(1,n—3)]
, T(:1) = (200(1)°2/0(2)#(p(:12) P (.3))-26h(2) 2/ h(1)+(p(: )P (- 2))
8 or i=2:n—
9 A(i,:)=[zeros(1,i—2),h(i),2x(h(i)+h(i—1)),h(i—-1),zeros(1,n—i—1)]
10 T(:i) = 3((h(i=/R()) (L 1 +1)p (DY HA(D /MG =1) #(p (1) (1 -1)))
11 en
12 A(n,:) = [zeros(1,n=3),h(n=1)"2,(h(n—=1)"2—h(n—-2)"2),—h(n—-2)"2]
13 T(: n)l)T 2xh(n—2)"2/h(n—=1)*(p(:,n—=1)—p(:,n))—2«h(n—1)"2/h(n—=2)*(p(:,n—=2)—p(:,n
14 w=(A\T")"’
15| endfunction

e Spline periodica: Per ottenere una curva periodica (ovvero che sia affiancabile), si

impongono le condizioni:

1X(00 1 X, (1)
h:  dt h:.,  d%

1 h h
4l 50) ()
0

1 B Ry
= h2 lpn_2<Pn+ 31wn>+<Pnl_31wnl>‘|
n—1

Wo = Wn,

da cui:

+ hy

hown—1 + 2(ho + hp—1)wo + hp—1wi = 3 [hp_y
hO hn—l

Pl_PO Pn_Pn—l

|

87




Interpolazione
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Figura 4.6: Spline C? not-a-knot

Chiamando per comodita la parte nota:

PI_PO Pn_Pn—l
=3 |h,— h
B 1 o =+ o e

la matrice A e i vettori T,w dell’equazione (£.2) diventano:

2ho + huo1)  hnoy 0 - ho 0
ha 2(ho + hy) ho 0 - 0
0 hz 2(h1 + hg) hl ce 0
A= . _ . . . .
0 - o hat 2t ha) s
0 By - 0 ho 2(hn_1 + ho)

w = (W, ..., Wy_1)"
T = (/67T17 "'aTn—1a6>T

in cui la condizione wy = w, € imposta implicitamente nella prima e ultima riga della
matrice.

Spline periodica

[T
1| function [w,A,T]=Il_tang_c2_periodic(p,u)

88



Interpolazione mediante SPLINE cubica C?
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Figura 4.7: Spline C? not-a-knot, curve hodograph
2 [d,n] = size(p)
3 h=diff (u)
4 A= ]
5 T=1]
6 A(1l,:) = [2%(h(1)+h(n—1)) ,h(n—1),zeros(1,n—4),h(1) ,0]
7 I(:v%) = 3I(h(n71)*((p(:,2)7p(:,1))/h(1))+h(1)*((p(:vn)fp(:.nfl))/h(nfl)))
8 or 1=2:n—

A(i,:)=[zeros(1,i—2),h(i),2%x(h(i)+h(i—=1)),h(i—-1),zeros(1l,n—i—1)]
) = 3x((h(i—=1)/h(i))*(p(:, i+1)=p(:.1))+(h(i)/h(i-1))*(p(:,i)=p(: i-1)))

A(n,:) = [0,h(n—=1),zeros(1,n—4),h(1) ,2«(h(n=1)+h(1))]
T(:,n)=T(:,1)
w=(A\T") "

endfunction

Considerazioni

Sia s(u) una spline cubica C? tale che:

s(ui):fi, ?::0,...,71

e y(u) una funzione qualsiasi C? a sua volta tale che:

y(u;)) = fi, i=0,...n

La quantita:

/uun §%(u)du

0
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Figura 4.8: Spline C? periodica

€ una possibile misura del grado di oscillazione della curva.
Si dimostra che vale la relazione:

/uun §%(u)du < /uun % (u)du

0 0

Infatti:

i (u) = 5%( +(y( ( ))? +25( )(y(U)—é(U))
/ - 52(u) / ((u) — 5(w)2du+2 [ &) §u) — §(u))du

uo

integrando per parti I'ultimo integrale della sommatoria si ha:

7 s ) = $())du = $@) @) = sl ~ [ @) — $()du

0

[0}

in cui @ = 0 ed in quanto '§(u) & costante a tratti, J puo essere trasformato nella somma:

|
—

n

sily(u) — s(u)],, "

<.
Il
o
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Interpolazione mediante SPLINE cubica C?
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Figura 4.9: Spline C? periodica, curve hodograph

che a sua volta & nulla perché valgono le condizioni y(u;) = s(u;).
Un'altra misura della stessa quantita puo essere ottenuta dalla curvatura, considerando come
parametro la lunghezza dell’arco:

/OL k(s)ds = /u" E2|| X (w)|du, s(t) = /u:" |X(t)]|dt

uo

Rappresentando la funzione vettorialmente:

X0 = () X0=(5i): X0 (50)

la curvatura assume espressione:

FO= TR T A )

da cui:

/u:” l{;z(U)HX(U)Hdu7 s(t) :/uu" %du

o (14+9%(u))
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Figura 4.10: Spline C? naturale 3d

Spline cubiche C'nG>

Data una spline in forma di Bézier:

X(u) = X;(u), u € [us,uiq]

X;(t) = ibk,iBg(t)7 L= (u ;ZUZ)

i=0

che ha coefficienti:

boy =D
hi
biy =D0+ Sw
3 .
bQ,i = Pi-',—l - glwi-i-l
bs; = Py

Imponendo le condizioni di raccordo, considerando w; ; = 1 si ottiene:

d2Xi( ) dQXH( ) dX;
i) — W) = Viw, Wi =
du du
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Figura 4.11: Spline C? not a knot 3d

Le condizioni di raccordo permettono di scrivere infine le equazioni:

6 hi h;
2 [(B-‘,—l - gwi—i-l) —2(P; + ng) + B] -
6 hi hi_
5 | P —2(Pi — 7111)1‘) + (Pi1 + 7171%71) —vw; =0
hi1 3
manipolando e moltiplicando per —% si ottiene infine:
: Pi—P , P— P
hiw; + [2(]%‘—1 + hi) + zhihi—l] w; + hiqwip =3 [hz‘—1 +1h + hi N :
i i—1

ovvero si ottiene un sistema analogo a quello delle spline C? con un termine in pit sulla diagonale:

do
(A+Dw=T, D=
dy,

. . . V;
in cui dy, d,, sono assegnati e d; = Ezhi,lhi.

Per ottenre una spline chiusa, supponendo di avere il primo punto uguale al primo (P, = P,)
si ha invece un sistema in n incognite in cui le prime e le ultime equazioni di A sono analoghe
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Figura 4.12: Spline C? periodica 3d

a quelle per la spline periodica precedentemente ricavate, ovvero del tipo:

P.—Py , Po— P,
hown—1 + 2(hy—1 + ho)wo + hp—qwi = 3 (hn—l . N L T~ N 1)
0 n—1

e inoltre
%)

dO = dn - 7hn—1h'0
2
E interessante osservare cosa succede per v,,;, — o0. Innanzitutto serve calcolare:

(A+Dw=T
(AD' +1)(Dw) =T
(I+EW=T, E=AD, w=Dw

Se Vppin — 00 anche D — oco; AD™! & non singolare e per D sufficientemente grande || E|| < 1.

In quanto:
1

I+ E) 7 < —
L—[lE]

si ha che:

1
(I + E)w = |jw]| <
1—[lE]

1Tl

ovvero se D — oo, w — 0.
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v-spline
1| function [w,A T]=I_tang_nu_nat(p,u,nu)
2 [d,n] = size(p)
3 h=diff (u)
4 A= ]
5 T=1]
6 A(1,:) = [2xh(1),h(1),zeros(1,n—2)]
, T(: 1) = 3x(p(:.2)-p(: 1))
8 for i=2:n-1
9 A(i,:)=[zeros(1,i—2),h(i),2%x(h(i)+h(i—=1)),h(i—-1),zeros(1l,n—i—1)]
10 T((ﬁj i) = 3x((h(i=1)/h(i))*(p(:,i4+1)=p(:,i))+(h(i)/h(i=1))=(p(:,i)-p(:,i-1)))
11 en
12 A(n,:) = [zeros(1l,n—2) h(n—1),2xh(n—-1)]
13 T(:,n) = 3%(p(:,n)—p(:,n=-1))
14 A(1,1)=A(1,1)+nu(1)
15 for i=2:n-1
16 A(i,i)=A(i,i)+(nu(i)«h(i—=1)xh(i)/2)
17 end
18 A(n,n)=A(1,1)+nu(n)
19 w=(A\T") "’
20| endfunction

nnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn

Figura 4.13: v-spline naturale

v-spline chiusa

1H function [w,A,T]=Il_tang_nu_closed(p,u,nu) H
2| [d,n] = size(p) |
3| h=diff (u) [
‘| A= ] I
5 T=] I
6 A(1,:) = [2x(h(1)+h(n—1)),h(n—1),zeros(1,n—4),h(1),0] |




10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Interpolazione

i-1)))

T(:1) = 35(h(n=1)=((p(:2)=p( 1)/M(1)H (D) #((p ()P (1 =1)/h(n-1)
or i=2:n—
A(i,:)=[zeros(1,i—2),h(i),2%x(h(i)+h(i—1)),h(i—-1),zeros(1l,n—i—1)]

T((ij, i) = 3x((h(i=1)/h(i))*(p(:,i+1)=p(:,i))+(h(i)/h(i=1))«(p(:,i)=p(:,
en

A(n,:) = [0,h(n—=1),zeros(1,n—4),h(1),2«(h(n=1)+h(1))]

T(:,n)=T(:,1)

A(1,1)=A(1,1)+(nu(1)/2)*h(1)*h(n-1)

for i=2:n—-1

A(i,i)=A(i,i)+(nu(i)«h(i—=1)xh(i)/2)

end

A(n,n)=A(1,1)4+(nu(1)/2)*h(1)*h(n—-1)

w=(A\T") "’

endfunction

uuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuuu

Figura 4.14: v-spline chiusa
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Capitolo

Superfici parametriche

Rappresentazione parametrica

Una superficie, in maniera analoga ad una curva, puo essere rappresentata in modo parametrico
come I'immagine di una funzione continua e iniettiva di due variabili reali X : (A € R?) — E3
tale che:

X(u,v) = |yu,v) |, (u,v) €R?

Definizione 5.1 (Superficie parametrica regolare). La superficie parametrica si dice regolare
se valgono le condizioni:

e le funzioni z(u,v),y(u,v),2(u,v) € C' ovvero sono derivabili e la derivata prima &
continua

e la matrice Jacobianat
O(U,U) Ly Yo 2o

si annullano mai entrambe in uno stesso punto

0
M - [x“ Yu z“] abbia rango 2, ovvero le derivate non

e le funzioni z(u,v),y(u,v), z(u,v) sono iniettive

fLa matrice jacobiana & la matrice di tutte le derivate parziali prime di una funzione che ha dominio e
codominio in uno spazio euclideo. Una funzione F': R™ — RR™ & descritta in modo parametrico attraverso le
sue componenti: (Fy (21,..., %), -, Fn (21, ...,2,))7 e la relativa matrice Jacobiana & definita come:

oFy . oF
B) Oxp
i) = O(Fr, s Fr) _ |7 ’
f y ooy m 3(z71,...,xn) al;,m 81_5’7”
oz Ox,,
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Superfici parametriche

Definizione 5.2 (Vettori associati alla superficie:

tangenti e normale). Per comodita nello

studio delle proprieta della superficie si definiscono i vettori:
Ox(u,v) Ox(u,v)
ou ov
x| |y |y
Ju v
0z(u,v) 0z(u,v)
ou ov

delle derivate parziali rispetto ai parametri, ed il vettore normale alla superficie di conseguenza:

X, N X,
Nuv) =5 X

Osservazione 5.1 (Caratteristiche dei vettori X,,, X,,, N(u,v)). Se la superficie & regolare si ha
che i vettori X,, e X, sono linearmente indipendenti e non paralleli, ovvero X, A X, # 0; di
conseguenza anche N(u,v) # 0 V(u,v) € A.

Esempi di superfici parametriche
Sfera La sferd] & definibile come il luogo geometrico dei punti equidistanti dall’origine:
2+ y2 +22=r

Una possibile parametrizzazione per i punti della superficie sferica si puo dare a partire dai
parametri u € [—%, %] e v € [0, 27]:

22
COS U COS U
S(u,v) = | cosusinv
sin u
| vettori tangenti alla superficie sono quindi:
—sinwu cosv — COoS U Sin v
S, = | —sinusinv |, S, =| cosucosv
cosu 0

fcentrata nell'origine degli assi

A causa di un bug di SCILAB non & attualmente possibile esportare figure vettoriali che contengono pili di
un centinaio marks, le figure riportate nel testo sono quindi in bassa risoluzione. Le stesse figure con risoluzione
migliore sono generabili in qualsiasi momento lanciando lo script esempi_surf.sci allegato.
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Rappresentazione parametrica

N
PrOO0O0000000
commmNON RO ®O

Figura 5.1: Esempio di sfera parametrizzata come descritto nel testo. Nella prima e seconda
figura si evidenziano in risoluzione le coordinate verticali od orizzontali, in basso |'unione delle
due figure con e senza linee ad unire i punti nelle due direzioni*.
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Figura 5.2: Esempio di cono parametrizzato come descritto nel testo.
Cono Un cono ¢ lo spazio geometrico dei punti che soddisfano I'equazione:
22 =24y

Una parametrizzazione in due parametri u € [—L, L], v € [0, 27] &:

Cl COS U
C(u,v) = | cusinw
cu
| vettori tangenti sono, di conseguenza:
CCOSV —cusin v
Cy,=|csinv|, C,=1] cucosv
c 0
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Riparametrizzazione ammissi

bile

Riparametrizzazione ammissibile

Si definiscono due nuovi parametri in funzione di quelli vecchi:

= u(u,v)
0 = 0(u,v)
Data la matrice:
ou Ov
J(u,v) =
ou Ov

la riparametrizzazione si definisce ammissibile se det J(u,v) # 0. In particolare si ha che:

ot ov o1 ov ouou 0V v
Xy N Xy = (Xﬁau "‘Xﬁ%) A (Xaav +Xﬁafu> = (Xa N X5) ( - >

det J(u,v)

Tipologie di superfici

Superfici di rivoluzione

Una superficie di rivoluzione & una superficie ottenuta ruotando una curva (chiamata curva
generatrice o profilo) intorno ad un asse (detto asse di rotazione). La circonferenza ottenuta

interesecando un piano perpendicolare all’asse di rotazione con la superficie & detta parall

elo,

la curva ottenuta intersecando la superficie con un piano passate per |'asse di rotazione ¢ detta

meridiano.

In generale una superficie di rotazione € rappresentabile in modo parametrico. Sia una curva C

definita parametricamente come:
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Figura 5.3: Esempio di curva di Bézier utilizzata come curva parametrica di rotazione.
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Superfici Rigate
Una superficie rigata € una superficie ottenuta da un'unione di rette.

Definizione 5.3 (Superficie rigata). Una superficie S si dice rigata se esiste una famiglia di
rette r, tale che S € I'unione delle rette di tale famiglia: S = Uaroﬂ

Date due curve Cy(u), C;(u) e due parametri u € [a,b],v € [0, 1] una superficie rigata pud
essere difinita parametricamente come:

S(u,v) = (1 —v)Co(u) + vCi(u)

ovvero si sfrutta |'esistenza di una corrispondenza univoca tra i punti di Cy e quelli di (.

Superficie bilineare

Se Cy e ('} sono segmenti, ovvero sono parametrizzabili come:
Co(u) = (1 — u)poo + upor
Ci(u) = (1 — u)pio + upn

la superficie rigata S puo essere scritta come:

Su,v) = (1 — v)Co(u) +vCi(u) = (1 — u,u) (poo pm) (1 - v)

Pio P11 v

Superfici tensor-product

Definizione 5.4 (Tensor product). Date due funzioni monovariate Sy, S tali che:
S1 =< fo, s fu >, fo, .-, fn funzioni monovariate in u € [a, b]
So =< g0y -y Gm >, g0, -, §m funzioni monovariate in v € [c, d]

si definisce tensor product S; ® S5 la funzione:

Sl & S2 =< fog()J veey fogma ) fngO7 ceey fngm >
S1 ® S5 e pertanto una funzione bivariata, e vale:
S(u,v) € § & S(u,v) = 33 by filu)g;(v),  (u,v) € [a,] x [,
i=0 j=0

Il tensor product pud quindi essere utilizzato per definire superfici, considerando funzioni
del tipo:

X(u,0) = 305 by filwgy(0),  (u,0) € [0,5] x [e.d]

i=0 j=0

tUna definizione equivalente & che S & rigata se per ogni punto di S passa una retta r, che sia tutta
contenuta in essa.
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Figura 5.4: Esempio di curva di Bézier utilizzata come bordi per una superficie rigata.
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Superfici tensor-product come patch Bézier

La patch di Bézier & definita a partire dalla base omonima nel modo seguente:

n m

X(u,v) = Z Z bijB?(u)B;”(v)

i=0 j=0

Proprieta

Curve di contorno La superficie € delimitata da quattro curve di contornd:

u=0,ve(0,1], X(0,v)=>7by;Bj"(v)
u=1,v€(0,1], X(1,v)=37,b;B7(v)
v=0,u€l0,1, X(u,0)=>",bjoB"(u)
v=1uel0,1], X(u,1)=>",baB"(u)

Posizione negli angoli Negli angoli la supericie € parallela al piano individuato dai punti di
controllo. Infatti, considerando le derivate prime parziali della superficie lungo le due direzioni
negli angoli, si ha:

X, (0,0) = nATDb o = n(by o — boo)

n—1
Xu(l, O) =n Z A(l’o)bi’oBinil(l) = HA(l’O)bn,LO = n(bmo — bnflyo)

=0

XU<O, O) = HA(O’l)b070 = m(bo,l — b070)
m—1

X,U(O, 1) =m Z A(O’l)bo,jB;nil(1> = mA(O’l)b()’m,l = m(bo’m — b07m,1)
7=0

Altre proprieta In quanto somme di polinomi di Bernstein valgono le seguenti proprieta,
dimostrabili in modo analogo a quanto gia mostrato in modo esplicito per le curve di Bézier:

« 33 BI(w)BIw) = 1

i=0 j=0

e | punti della superficie X (u,v) = i, 37 bij B} (u) BY*(v) sono una combinazione
convessa dei punti di controllo b; ;

e Vale la priprita di convex hull

e Vale la proprieta di invarianza alle trasformazioni affini

fboundary
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Forma compatta La superficie X (u,v) puo essere espressa in forma compatta come:

b070 e b07m Bgn('U)
X (u,v) = (By(w), ... By(w)) | : ;
bno - bom B (v)

Algoritmi

de Casteljau

L'algoritmo di de Casteljau per le superfici funziona in maniera del tutto analoga a quello de-
scritto precedentemente per le curve.

Dati b%(-) = b;; come punti iniziali per I'algoritmo (i = 0,..,n;j = 0,...,m), si definisce il
passo dell’algoritmo unidirezionale (nelle due direzioni, rispettivamente) in questo modo:

b5 (u)
o} (v)

(1 — bl " bl Y, i=0,.,n—k

(1= o)y bt i =0,m—k

Svolgendo contemporaneamente nelle due direzioni si ha:

k-1 ki1
bff(u,v) (1— v)bij + b

(1= o) [(1 = )by ™7 bl o (L= )b+ bl

esem=n,
E—1,0-1 ,k—1,1—1
. bij bi+1,j l—v
bij(u,v):((l—u),u> , i=0,..,n—k;7=0,...m—1
F1l-1 ph—10-1 v
i, j+1 i+1,j+1
Algoritmo per il calcolo delle patch di Bézeir
function Curve = Bezier_patch_casteljau(b,u,v) //b poligono, u,v punti di valutazione

Lu = length(u)

Lv = length(v)
[d,n,m] = size(b)
Curve =[]

tcurve =[]

for im=1:m

tcurve (:,:,im) = Bezier_casteljau(b(:,:,im),v);
end
for iv=1:Lv

Curve (:,:,iv)=Bezier_casteljau(matrix(tcurve (:,iv,:),3,—1),u)
end

endfunction
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Figura 5.5: Esempio di Patch di Bézier da due

iy

angolazioni di verse.
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Figura 5.6: Esempio di Patch di Bézier con soli quattro punti di controllo: risalta la proprieta
di tangenza agli angoli.
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Degree-elevation

L'algoritmo di degree elevation consente di elevare il grado della patch di Bézier lungo una delle
due direzioni aggiungendo una riga di punti di controllo e modificando quelli esistenti in modo
opportuno. In particolare, data la superficie:

Xon(t,0) = 303 by B ) B (1)

=0 7=0

si vuole aumentarne il grado lungo una direzione, ovvero ottenere:

n+l m
X, 0) = > > ;B (u) B} (v)
i=0 j=0
oppure
n m-+1
Xnmi1(u,v) = Z diszn(u)B;nJrl(U)
1=0 j=0

Per le proprieta dei polinomi di Bernstein segue direttamente che:

Xom(u ZZbUB” B (v)

=0 7=0
n+l m m  /n+l
= Xpi1.m(u,v) Z E:CUB”Jrl (v) = Z (Z Cz‘ngLH(U)) B (v)
i=0 j=0 j=0 \i=0
da cui:
m n m n+1
$ (S0 5700 =5 (e 70
j=0 \i=0 Jj=0
che implica:
n+1

Z bi; Bf' (u Z ci; Bl (u), VY
| nuovi punti di controllo sono pertanto:

n+1-—1 7

A B

bi—l,j7 VJ, ZZO,,TL—{—l
Gli stessi ragionamenti si applicano in modo perfettamente analogo anche all’altro caso.

In generale si preferisce aumentare il grado contemporaneamente in entrambe le direzioni.
Applicando lo stesso ragionamento anche nell’altra direzione si ottiene:

”Z (i C’iJ‘B;‘n(”)) By (u) = "2: (mi: dz‘jB}nH(v)) B (u)

1=0 \j=0 i=0 \ j=0
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Superfici parametriche

da cui, come prima:

m m+1
> B (v) = D di By (v)
J=0 j=0
che implica:
m+1-j J o
dij = T_Hcij + mi_i_lci,j,l, Vi, 7=0,....m-+1

Esplicitando i ¢;; si ottiene:

d _m+1—j(n—|—1—i Ly >+ J (n—i—l—ib N i ; )
Y omt n+1 7 pg1 m+1\ n+1 Mg
_J
_( i n+1—z’> bi1j-1 bi-1, m+1
T \n+1 n+1

bij1 bij m+1—7
m+1

Degree elevation nelle due direzioni

function B = Bezier_patch_degelev(b)
[d,n,m] = size(b)
B=b

for i=1:n
B(:,i,l1:m+1l)=matrix(Bezier_degelev(matrix(b(:,i,:),3,—-1)),3,1,m+1)
end

b=B

for i=1:m+1

B(:,1:n+1,i)=Bezier_degelev(b(:,:,i))

end

endfunction

Subdivision

L'algoritmo di subdivision lungo una delle due direzioni e analogo a quello per le curve. Data
la superficie:

X(u,v) = zn: i bijB?(u)B]m(v)

i=0 j=0

la si vuole suddividere in due superfici lungo una delle due direzioni:

t
Xp(1,0) = Sl Sty e B (1) Bt (v) = X (t,0), t € [0,4], 7= 7 € [0, 1]
. t—1
Xr(1,v) = Xio Xjto dij BY (1) Bj* (v) = X (t,v), t € [t,1], 7 = 7 € [0,1]
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il poligono di controllo originale, in verde quello di grado elevato, in grigio la sovrapposizione

esatta della vecchia superficie (in blu) e della nuova (grigia).

Figura 5.7: Esempio di applicazione della degree elevation, da due angolazioni di verse. In rosso
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0.0
1WMO

25 30 2.5 2.0 15
v 3.5 3.0

Figura 5.8: Esempio di applicazione della degree elevation, da due angolazioni di verse. In
rosso il poligono di controllo originale, in verde quello di grado elevato, in ciano una seconda
elevazione. In grigio la sovrapposizione esatta della vecchia superficie (in blu) e delle nuova
(grigia).
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oppure lungo I'altra:

t
Xp(u,7) = Sk S0y e BHu) B (1) = X (u,t), t € 0,7], 7= 7 € [0,1]

R t—t
Xp(u,7) = Yo Yo dig Bl (u) B (1) = X (u,t), t € [(,1], 7= - € [0,1]

In entrambi i casi, in modo analogo al caso bidimensionale i coefficienti si ottengono a partire
da quelli dell’algoritmo di de Casteljau:

cry = bo; (), dig = b "0(7)
per la direzione u e:

cii = by (7),  dix = by " (7)
lungo v.

Subdivision nelle due direzioni

function [B1,B2,B3,B4] = Bezier_patch_subdiv(B,t)
[d,n,m] = size(B)
for i=1:n
[a,b] = Bezier_subdiv(matrix(B(:,i,:),3,—-1),t)
B5(1:3,i,1:m)=matrix(a,3,1,m)
B6(1:3,i,1:m)=matrix(b,3,1,m)
end
for i=1:m
[a,b] = Bezier_subdiv(B5(:,:,i),t)
B1(1:3,1:n,i)=a
B2(1:3,1:n,i)=b
[a,b] = Bezier_subdiv(B6(:,:,i),t)
B3(1:3,1:n,i)=a
B4(1:3,1:n,i)=b
end

endfunction

Interpolazione di superfici con patch di Bézier

Una superficie tensor-product di Bézier, come definita in precedenza, & una funzione del tipo:
X(uv U) - Z Z ijB:l(u)B;n(U)v (U, ’U) € [Oa 1] X [07 1]
i=0 j=0
In questo caso, definiti:
S1 =< BS’,,BS >, Sy =< Bgﬁb,,Bz > S=5®5
si ha che si sta lavorando su uno spazio di dimensione:
N=dimS = (n+1)(m+1)
Il problema dell’interpolazione di superfici quindi & completamente determinanto se si han-

no a disposizione N campionamenti della superficie da interpolare; i dati del problema sono
rappresentabili come:

Xm(ui,vj) :Pk, kZO,...,N—l, PkEES
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Figura 5.9: Esempio di subdivision applicata a t=0.5, vista da due angolazioni diverse. In
magenta i punti di controllo originali; i nuovi punti di controllo sono colorati e le relative
superfici hanno colori concordi.
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1.0
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35—/ —fF—F——F——F—F——"—F—T—— 17—
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Figura 5.10: Esempio di subdivision applicata a t=0.5, vista dall’alto si nota bene come ogni
quadrante sia diviso in quattro quadranti uguali.

Interpolazione su punti sparsi

Se si hanno a disposizione campionamenti sparsi della superficie che si vuole interpolare:
Xin(uiavi) :Pk’v 220,7N7

si va a risolvere il sistema:

X(ug,vi) = DY i B (ug) B (v;) = Xin(us, vi) = Py

i=0 j=0

il quale puo essere scritto nella forma:

bOO
B (u1)Bg*(v1) -+ Bpy(u1) By (v1) b: Py
. . om | __ :
BO (UN)BO (Un) e Bn (Un)Bm(Un) : Pk
bnm

Interpolazione su griglia rettangolare
Se i campionamenti sono distribuiti su una griglia rettangolare:

X(ui,vi) :]DZ']', 2:O,,n, j:(),...,m
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Figura 5.11: Esempio di subdivision applicata a t=0.2, vista da due angolazioni diverse. In
magenta i punti di controllo originali, in grigio la superficie originale; i nuovi punti di controllo
sono colorati e le relative superfici hanno colori concordi.
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Figura 5.12: Esempio di subdivision applicata a t=0.2, vista dall’alto si nota la distribuzione
della suddivisione; le griglie delle nuove superfici, campionate uniformemente come in tutte gli
esempi precedenti, enfatizzano la diversa scalatura delle quattro suddivisioni.

si vuole risolvere, come prima, il sistema:

X(uiv5) =YY by B (i) B (vj) = Xin(ui,v5) = Py
i=0 j=0
Per ogni coppia di punti si ha:
boo -+ bom\ (By(vr)
X (ug, vr) = (Bj (un), ., B(ug)) | ; | =P
bn() e bnm BWTZ(UT)
B
Definita la matrice dei punti noti:
Poo Pom
P = :
PnO an
e le matrici:
By (uo) -+ Bg(un) B (vo) -+ Bg'(vm)
Bi(u) -+ Bp(un) Br(vo) -+ Bp(vm)
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il problema puo essere rappresentato in forma matriciale come

F'BG =P

Patch triangolari di Bézeir

L'idea alla base delle patch triangolari € quella di usare una combinazioni baricentrica di coordi-
nate come parametri per muoversi su una superficie. In particolare in questo caso si considera

—_—
come dominio un triangolo non degenere T',di vertici ABC'; i punti dell’area sono rappresentabili
come combinazione baricentrica dei vertici:

PeT, P=uA+vB+wC, u+v+w=1

e la superficie come una funzione:
X:T—E
Coordinate baricentriche

Le coordinate baricentriche descritte sopra sono in relazione biunivoca con quelle cartesiane. Si
ha:

T ra Tp I¢ u

Yyl =1Y¥a YB Yc v

1 1 1 1 w
T

Affinche la relazione sia biunivoca (ovvero il sistema ha soluzione unica) se e solo se la matrice
—_—
T & non singolare, ovvero il triangolo ABC' non e degenere.

Polinomi di Bernstein generalizzati

| polinomi di Bernstein possono essere generalizzati alle coordinate baricentriche. Per comodita
si utilizza la seguente notazione:

e [ = (i,j,k) & un multiindice

o Il =iljlk!
o |l|=i+j+k=n
b M:(U,U,’LU)T

1

o 1l = uviwt
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Definizione 5.5 (polinomio di Bernstein generalizzato). Si definisce polinomio di Bernstein
generalizzato il polinomio:

n n!
Bl () = ﬁﬂj
Tale polinomio & bivariato e di grado n, infatti ! = uiv/w* e i +j +k =n.
Fissare |I| = n riduce il numero di indici distinti a (n + 1)(n + 2)/2.

Proprieta

Non negativita Tutti i fattori sono positivi o nulli, e la proprita € banalmente soddisfatta.

Partizione dell’unita Vale che:

Y Bi(p)=1, VpeT

Linear Precision Si puo dimostrare che vale:
I n
= Z — Bt (1)
1I]=n "

la dimostrazione € componente per componente e si riconduce direttamente alla proprieta
analoga gia dimostrata nel caso monovariato.
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Patch triangolari

Ora & possibile dare una definizione piu rigorosa delle patch triangolari di Bézier.

Definizione 5.6 (Patch triangolare di Bézier). Dato un dominio triangolare 7', una patch
triangolare di Bézeire di grado n & una funzione X : T — I3 del tipo:

X(p) = > b:B}(n)

[|=n

in cui by € IE3 sono chiamati punti di controllo.

Proprieta

Comportamento ai bordi Lungo uno dei bordi (ovvero quando uno dei tre parametri in p &
nullo si ha:

u u
Xlo|= Z biB} [v
0 [I|=n 0

k=0

n! . -
bee o fulv"ﬂ 0
(bm=40) (n — 7)l!0!

w

4+ LM-

N
Il
=)

n . .
i, n—1i, 0
b(i,n—i,O) <Z>U v w
— ———
Bl'(n), v=1-u

ovvero lungo i bordi si ha una curva di Bézier. Gli altri casi sono analoghi.

Controllo pseudolocale Spostando un punto di controllo:
by = by + b

si ha:

X(p) = X(p) + 6bB} (w)

ovvero come nel caso delle curve di Bézier la modifica di un punto di controllo ha effetti su
tutta la curva, in maniera proporzionale al valore del polinomio di Bernstein corrispondente.
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End-point interpolation

Ai vertici del triangolo si ha:

1 1 1
O Zb[B Zbloo O = Zb[B? 0
0 |1]=n 0 l]=n 0
k= 0 7=0
k=0
n 1
= Z b(i,0,0) BZ,O,O) 0
i=n 0
nl
= b(n,0,0) 210101 1"°w” = = bn.0,0)

La dimostrazione per gli altri due casi € analoga.

Forma ricorsiva

| polinomi di Bérnstein generalizzati posso essere espressi in forma ricorsiva:

B ()" = uBj=., (1) +vBi=, (1) + wBi=, (1) (5.1)
Infatti:

n— (TL _ 1) i—1, 3

B[ 611( )_ (Z—l)'j‘kj' ! ka
n— (TL — 1)' i

Bi=., (1) G- 1)[Z'[klu ot
n (n - 1) i -

Blfelg(/’l» (IC _ ]_)'Z'j'u ijk 1

e svolgendo la somma (B.I)) si ottiene:

1 1 1 (n—1)!
[jk%*w‘] (= DIG- DIk -1 "~ ik

Algoritmi
de Casteljau

Come nel caso delle patch quadrate di Bézeir, I'algoritmo di de Casteljau si definisce a partire
dalla definizione ricorsiva del polinomi di Bernstein.
Si definiscono i punti di controllo al passo zeresimo:

W=b; V|[|=n

tin cui con ey, ea, e3 si indicano i versori unitari lungo le direzioni u, v, w
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Superfici parametriche

La superficie € definita dai punti:

X(p) = > 0B (1)

[|=n

= > 00 [uByl (1) + 0B (1) + wBy L ()]

|[I|l=n

0 0 0
- Z (UbJJrel + UbJJrez + wa+63

|J|=n—1

e definendo:

)BT (1)

by = (ubljie, + vbe, +wbfiL.)

in generale la superficie pud essere rappresentata come:
X(p)= > B " (n)
|J|=n—r

i cui singoli punti sono quindi in:
X(p) = b?o,o,o)

de Casteljau per patch triangolari

function Curve = Bezier_tripatch_casteljau(b,u,v)
Lu = length (u)
Lv = length(v)

for cu=1:Lu

tcurve = []
for cv=1:Lv
tcurve = [tcurve, tripatch_point(b,u(cu),v(cv))]
end
Curve (:,:,cu) = tcurve

end
endfunction

function P = tripatch_point(b,cu,cv)
[d,n,m] = size(b) //n,m must be the same!
tb1l=b
tb2=b
cw = l—cu—cv
for r=1:n-1

for cn=1:n—1-r+1

for cm=1:m-cn

thb2 (:,cn,cm) = cwx*tbl (:,cn,cm)+cuxtbl (:,cn+1,cm)4cvxtbl (:,cn,cm+1)

end
thl=tb2
end
end
P = tb1(:,1,1)
endfunction

Degree-elevation

Data la superficie:

X(u)= > bBf(p), peT

[|=n
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Patch triangolari di Bézeir
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Figura 5.13: Esempio di patch di bezier triangolare, da due angolazioni diverse.
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Superfici parametriche
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Figura 5.14: Esempio di patch di bezier triangolare, da due angolazioni diverse.
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Patch triangolari di Bézeir

la si vuole rappresentare con una patch di bezier di grado piu elevato:

Xe(w)= > B (p)=Xp), peT

[I|=n+1

In quanto u 4+ v + w = 1 si puo scrivere:

=Y uBip) =@u+v+w) Y bBf(p)
[]=n []=n
n! n! n!
L 1 k1
—mz: I ‘k'u+ VP +|Iz: br- or 'k‘uvj+ w +|,Z br- or 'k‘uvjw +
) |
_t i+1 (n+1)! it i+1 (n+1)! [iter bz—l—l(n+1).
g: In+1(]+61) |fz "+ 11 +e)! g:n "1 +ey)!
: : i
—1 L Iy " by, | B
|J§+1 <n+1 T +n+1 et n+177%) )
= > B} (p)asd
|J|=n+1

ovvero i coefficienti ¢; possono essere ricavati direttamente:

; j k
=|(——by_, ——by_. —by_.
“r (n—i—lJ 1di—n—i—l‘] 2+n—|—1‘] 3)

Degree elevation per patch triangolari

function d = Bezier_tripatch_degelev (b)
[dim,n,m] = size(b)
d = hypermat ([dim, n+1,m+1])

for

end

for

end

for

i=2:n
for j=2:n+2—i
k = (n—j+1-i+1)
dd(1:3,i 3)=(1/(n))*((i —1)xb(1:3,i—1,j)+(j—1)*b(1:3,i,j—1)+(k)*b(1:3,i,j))

j=2:n
! k=n+1-1—j+1
d(1:3,1,j) = (1/(n)) * ((j—1)xb(1:3,1,j—-1)+(k)*b(1:3,1,j))

i=2:n
k=n+1-1—i+1
d(1:3,i,1) = (1/(n)) = ((i—=1)*b(1:3,i—-1,1)+(k)*b(1:3,i,1))

fChiamando w'viw* = U’

n+ N
QUI‘Hjl B™t! e cosi via

*Considerato che Tter) Ties
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Superfici parametriche

| ——

d(1:3,1,1)

d(1:3,n+1,1
d(1:3,1,m+1
endfunction

126




Patch triangolari di Bézeir

3.5 3.0 2.5 2.0 15 10'

Figura 5.15: Esempio di degree elevation applicata ad una patch di bezier triangolare, da due
angolazioni diverse.
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Superfici parametriche
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Figura 5.16: Esempio di degree elevation applicata ad una patch di bezier triangolare, su un

griglia piana.
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Appendice

Codici

Qui sono riportati i codici troppo lunghi o non abbastanza importanti per essere interlacciati al
testo.

Per provare i vari codici e sufficiente avviare scilab nella directory che contiene tutti gli script e
lanciare uno qualsiasi degli script di esempio con il comando

exec script.sci

All'inizio di ogni script di esempio, tutti denominati esempi_*.sci, c'e una lista di selettori
per selezionare quali figure si vogliono prodotte.

A.1 Bézier SPLINE: acquisizione punti condizionale e cal-
colo

Acquisizione e calcolo Bézier spline CO

exec glib.sci;

xcol = [0:0.001:1];
gcount=1;
g = input(’'numero e grado curve? )

po(:,:,1) = mouse_input_2d(g(2));

plot(po(1,:,1),po(2,:,1), Color’, [1/g(1),0.5,1—1/g(1)], LineStyle’','—", Marker’,'0");

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

for i=l:g(1)-1

po(:,:,i+1l) = [po(:,size(po,2),i),mouse_input_2d(g(2)-1)];

plot(po(1,:,i4+1),po(2,:,i+1), Color" [(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1)], LineStyle"','—" "’
Marker’,'0");

end

scf(gcount); gcount=gcount+1;

subplot (1,2,1)
for i=1:g(1)
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Codici

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(po(:,:,i),xcol);

plot(po(1l,:,i),po(2,

plot(c(1,:.i),c(2,

end

, ' Color’ ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1l)], LineStyle

,"Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on’

subplot(1,2,2)
for i=1:g(1)

;handler. grid=[12,12];

rpo = Bezier_hodograph(po(:,:,i));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(rpo, xcol);

plot(rpo(1,:),rpo(2,:), Color’ ,[(i)/g(1),0. 1—(i)/g(1)],'LineSter’,'——
plot(c(1,:,i),c(2,: ,"Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on

";handler.grid=[12,12];

Acquisizione e calcolo Bézier spline C1

exec glib.sci;

xcol = [0:0.001:1];
gcount=1;
g = input(’'numero e grado curve? )

po(:,:,1) = mouse_input_2d(g(2));

plot(po(1,:,1),po(2,

"Color’ ,[1/g(1),0.5,1—-1/g(1)], 'LineStyle', '—

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"

for i=1l:g(1)-1

;handler. grid=[12,12];

//tutte le curve hanno lo stesso grado, i coefficienti si semplificano
tpo = [po(:,size(po,2),i),(2«xpo(:,size(po,2),i)—po(:,size(po,2)—1,i))];

plot (tpo(1,:),tpo(2,:),

"Color’ ,[(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1)],

"LineStyle

po(:,:,i+1)=[tpo, mouse_input_2d(g(2)—2)]

plot(po(1,:,i+1),po(2

Marker’,'0");
end

,i,i+1), ' Color’ [(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1)], LineStyle’

scf(gcount); gcount=gcount+1;

subplot(1,2,1)
for i=1:g(1)

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(po(:,:,i),xcol);

plot(po(1,:,i),po(2,

plot(c(1,:.i),c(2
end

, " Color’ ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle’

,"Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on

subplot(1,2,2)
for i=1:g(1)

";handler.grid=[12,12];

rpo = Bezier_hodograph(po(:,:,i));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(rpo, xcol);

plot(rpo(1,:),rpo(2,:), Color’ ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle’, '—
plot(c(1,:,i),c(2, ,"Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"

;handler. grid=[12,12];

Acquisizione e calcolo Bézier spline C2

exec gllb.sci;

xcol = [0:0.001:1];
gcount=1
g = mput('numero e grado curve? ")
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Bézier SPLINE

po(:,:,1) = mouse_input_2d(g(2));

plot(po(1,:,1),po(2,:,1), Color’,[1/g(1),0.5,1—1/g(1)], LineStyle’,’— ", Marker’,’0");
handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

for i=1:g(1)-1

//i coefficienti si semplificano se le curve hanno tutte lo stesso grado

tpo = [po(:,size(po,2),i)]

tpo = [tpo(:,1),(2xtpo(:,1)—po(:,size(po,2)—1,i))]

tpol = —2xpo(:,size(po,2)—1,i) + po(:,size(po,2)—2,i) +2xtpo(:,2)

tpo = [tpo,tpol]

plot (tpo(1,:),tpo(2,:), Color’ ,[(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1)], LineStyle’,'—', " Marker’,6 'o’

po (: ,i+1)=[tpo, mouse_input_2d(g(2)—3)]

plot(po(1,:,i+1),po(2,:,i+1), Color’ [(i+1)/g(1l),0.5,1—(i+1)/g(1)], LineStyle’','—" "’
Marker','0");

end

scf(gcount); gcount=gcount+1;

subplot(1,3,1)

for i=1:g(1)

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(po(:,:,i),xcol);

plot(po(1l,:,i),po(2,:,i), Color’ ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle','— ', Marker’,'o")

plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color" ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);
end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(1,3,2)

for i=1:g(1)

rpo = Bezier_hodograph(po(:,:,i));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(rpo, xcol);

plot(rpo(1,:),rpo(2,:), Color’ ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle’,'— ', Marker’','0");
plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot(1,3,3)

for i=1:g(1)

rrpo = Bezier_hodograph(Bezier_hodograph(po(:,:,i)));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(rrpo, xcol);
plot(rrpo(1,:),rrpo(2,:), Color’ [(i)/g(l),0.5,1—(i
plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)
end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

%)/g(l)] ,"LineStyle’','— ', " Marker’,’0");

Acquisizione e calcolo Bézier spline G1

exec glib.sci;

xcol = [0:0.001:1];

gcount=1;

g = input('numero, grado, scala curve? ')

k = g(3)

po(:,:,1) = mouse_input_2d(g(2));

plot(po(1,:,1),po(2,:,1), Color’,[1/g(1),0.5,1—1/g(1)], LineStyle’,’— ", Marker’,’0");

handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

for i=1:g(1)-1

//tutte le curve hanno lo stesso grado, i coefficienti si semplificano

tpo = [po(:,size(po,2),i),((k+1l)*xpo(:,size(po,2),i)—po(:,size(po,2)—1,i))/k];
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Codici

plot(tpo(1,:),tpo(2,:), Color’ ,[(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1l)], LineStyle',’—", Marker', o’

)

po(:,:,i+1)=[tpo, mouse_input_2d(g(2)—2)]

plot(po(1,:,i+1),po(2,:,i+1), Color’ [(i+1)/g(1l),0.5,1—(i+1)/g(1l)], LineStyle"','—"
Marker','o");

end

scf(gcount); gcount=gcount+1;

subplot (1,2,1)

for i=1:g(1)

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(po(:,:,i),xcol);

plot(po(1,:,i),po(2,:,i), Color’ ,[(i)/g(1l),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle','—", Marker’,'o")

plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);
end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot (1,2,2)

for i=1:g(1)

rpo = Bezier_hodograph(po(:,:,i));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau (rpo, xcol);
plot(rpo(1,:),rpo(2,:), Color’ ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle’,'— ', "Marker','0");
plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

if i>1 then

plot (ksc(1,:,i) ,kxc(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.7,(1—i/g(1))]);

end

end

handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

Acquisizione e calcolo Bézier spline G2

exec glib.sci;

xcol = [0:0.001:1];

gcount=1;

g = input(’'numero, grado, scalal, scala2 curve? ")

k = g(3)

s = g(4)

po(:,:,1) = mouse_input_2d(g(2));

plot(po(1,:,1),po(2,:,1), Color’,[1/g(1),0.5,1—-1/g(1)], LineStyle',’—", " Marker',’0");

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

for i=1l:g(1)-1

//tutte le curve hanno lo stesso grado, i coefficienti si semplificano

bl = ((k+1)*po(:,size(po,2),i)—po(:,size(po,2)—1,i))/k
b2=((—s+1)*po(:,size(po,2),i)—2%po(:,size(po,2)—1,i)+po(:,size(po,2)—2,i)+2+s*bl)/s

tpo = [po(:,size(po,2),i),bl,b2];

plot (tpo(1,:),tpo(2,:), Color’ ,[(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1)], LineStyle’,'—", Marker’, 'o’

po(: ’ , i+1)=[tpo, mouse_input_2d(g(2)—3)]

plot(po(1,:,i+1),po(2,:,i+1), Color’ [(i+1)/g(1),0.5,1—(i+1)/g(1)], LineStyle','—" "’
Marker','0");

end

scf(gcount); gcount=gcount+1;

subplot (1,3,1)

for i=1l:g(1)

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(po(:,:,i),xcol);

plot(po(1,:,i),po(2,:,i), Color’ [(i)/g(1l),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle','—","Marker’,'o")
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Curve di Bézier

plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);
end

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot (1,3,2)

for i=1:g(1)

rpo = Bezier_hodograph(po(:,:,i));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau (rpo, xcol);

plot(rpo(1,:),rpo(2,:), Color' ,[(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle’,'—', Marker',’0");
plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

if i>1 then

plot (ksc(1,:,i),kxc(2,:,i), Color’ ,[i/g(1l),0.7,i/g(1)]);

end

end

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot(1,3,3)

for i=1:g(1)

rrpo = Bezier_hodograph(Bezier_hodograph(po(:,:,i)));

c(:,:,i) = Bezier_casteljau(rrpo, xcol);

plot(rrpo(1,:),rrpo(2,:), Color’ [(i)/g(1),0.5,1—(i)/g(1)], LineStyle’,'— ', "Marker’',’o");
plot(c(1,:,i),c(2,:,i), Color’ ,[i/g(1),0.5,1—i/g(1)]);

if i>1 then

plot(s*c(1,:,i),sxc(2,:,i), Color’ ,[i/g(l),0.7,i/g(1)]);

end

end

handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

A.2 Curve di Bézeir: esempi del testo

Listing:

//ALMENO 5 PUNTI ALTRIMENTI CRASH SU DERIVATA 3!
exec glib.sci;

xcol = [0:0.001:1];

gcount=1;

//attiva disattiva grafici
castel = 1;

hodo = 1;

td = 1;

degelev = 1;

subdiv = 1;

ratbez = 1;

coniche = 1;

p = mouse_input_2d (input(’'Numero di punti? '));
//CASTELJAU

¢ = Bezier_casteljau(p, xcol);

if castel then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle ('de Casteljau’)

plot(p(1,:).,p(2,:) "ro—");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

//HODOGRAPH E CURVATURA

pcl = Bezier_hodograph(p)
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Codici

pc2 = Bezier_hodograph (pcl)

cl = Bezier_casteljau(pcl, xcol);

c2 = Bezier_casteljau(pc2, xcol);

curv = curvature(cl, c2);

if hodo then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
subplot(2,2,1);

xtitle ('de Casteljau’)

plot(p(1,:).,p(2,:), "ro—");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(2,2,2);

xtitle ('Hodograph 1)
plot(cl(1,:),c1(2,:),'b=");
plot(pcl(1,:),pcl(2,:),'r—0");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(2,2,3);

xtitle ('Hodograph 2');
plot(c2(1,:),c2(2,:),'b=");
plot(pc2(1,:),pc2(2,:),'r—0");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(2,2,4);

xtitle (' Curvatura');

plot(curv);

handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

//3d, CURVATURA E TORSIONE

[d,n] = size(p);

z = [0:(1/n):1];

ptd = [p;z(1l:n)];

tdc = Bezier_casteljau(ptd, xcol);

ptdd = Bezier_hodograph (ptd);

ptddd = Bezier_hodograph (ptdd);

ptdddd = Bezier_hodograph (ptddd);

tdcd = Bezier_casteljau (ptdd, xcol);

tdecdd = Bezier_casteljau(ptddd, xcol);
tdcddd = Bezier_casteljau (ptdddd, xcol);
tor3d = torsione(tdcd,tdcdd,tdcddd);

cur3d = curvature(tded,tdcdd);

if td then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
subplot(3,1,1);

xtitle('3d de Casteljau');

param3d(ptd (1 ,:) ,ptd(2,:),ptd(3,:),20,—-20);
handler = gce();
handler.foreground=color('red’') //red
handler.mark_-mode="on’' //enable marks
handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color(’'red’) //red marks
handler. mark_style=1 //cross
param3d(tdc(1,:) ,tdc(2,:),tdc(3,:),20,—-20);
handler = gce();
handler.foreground=color('blue') //blue
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(3,1,2);

xtitle (' Curvatura');

plot (cur3d);

handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(3,1,3);
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Curve di Bézier

xtitle (' Torsione');

plot(tor3d);

handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

//Degree elevation

pdegevl = Bezier_degelev(p);

cdegl = Bezier_casteljau(pdegevl, xcol);
pdegev2 = Bezier_degelev (pdegevl);

cdeg?2 = Bezier_casteljau (pdegev2, xcol);

if degelev then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle ('Degree elevation')

subplot(1,2,1);

plot(p(1,:) ,p(2,:), ro=");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");

plot (pdegevl (1,:),pdegevl(2,:), go—");
plot(cdegl(1,:),cdegl(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot (1,2,2)

plot(p(1,:),p(2,:), ro=");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");

plot (pdegev2(1,:),pdegev2(2,:), 'mo—");
plot (pdegevl(1,:),pdegevl(2,:), go—");
plot (cdeg2(1,:) ,cdeg2(2,:),'b=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

//subdivision

[psubl, psub2] = Bezier_subdiv(p,0.5);
csubl = Bezier_casteljau (psubl, xcol);
csub2 = Bezier_casteljau (psub2, xcol);

if subdiv then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
xtitle (' Subdivision');
plot(p(1,:),p(2,:) 'ro—");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");

plot(psubl(1,:),psubl(2,:), go—");
plot (psub2(1,:),psub2(2,:), co—");
plot(csubl(1,:),csubl(2,:),'g—");
plot (csub2 (1 ,:),csub2(2,:), c—");

handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

//rational bezier

betaO = ones(1,size(p,2));

if pmodulo(size(p,2),2)==1 then
n=(size(p,2)+1)/2;

betal = [[1:1:n],[n—1:—-1:1]];

beta2 = [[1:1:1%n],[1x(n—=1):—1:1]]"4;

else

n=size(p,2)/2;

betal = [[1:1:n],[n:—1:1]];

beta2 = [[1:1:n],[(n):—=1:1]]"2;

end

beta2c = beta2"—1

beta3 = [1:1:size(p,2)]"4;

beta3c = beta3”"—1;

rb0 = RATBezier_casteljau(p, beta0, xcol);
rbl = RATBezier_casteljau(p, betal, xcol);
rb2 RATBezier_casteljau(p, beta2, xcol);
rbc2 = RATBezier_casteljau(p, beta2c, xcol);
rb3 = RATBezier_casteljau(p,beta3, xcol);
rbc3 = RATBezier_casteljau(p, beta3c, xcol);
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Codici

if ratbez then
scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle (' Bezier razionali')
subplot(2,2,1)
xtitle (' Razionale pesi omogenei — normale 1 2 3 2 1)

plot(p(1,:),p(2,:), ro=");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");
plot (rbO(1,:),rb0(2,:), k=");

handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot(2,2,2)

xtitle (' modifica pesi 1)

plot(p(1,:),p(2,:),'ro=");

plot(c(1,:),c(2,:),'b=");

plot(rb1(1,:),rb1(2,:), ' m");

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot(2,2,3)

xtitle (' modifica pesi 2: esponenziale (g) e reciproco (k)')
plot(p(1,:),p(2,:) "ro—");

plot(c(1,:),c(2,:),'b=");

plot(rb1(1,:),rb1(2,:), ' m—");

plot(rb2(1,:),rb2(2,:),'g—");

plot (rbc2(1,:),rbc2(2,:), k=");

handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

subplot (2,2,4)

xtitle (' 'modifica pesi 3: asimmetrici exp (1 2 3 ... size(p))"4 e reciproco
plot(p(1,:),p(2,:), ro=");
plot(c(1,:),c(2,:),'b=");
plot(rb2(1,:),rb2(2,:),'g—")
plot(rbl(1,:),rb1(2,:), m—");
plot (rb3(1,:),rb3(2,:),'r=");
plot(rbc3(1,:),rbc3(2,:), k=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

pc = [-1,0,1;1,—-1,1];

ellipsel = RATBezier_coniche(pc,0.5, xcol);
ellipse2 = RATBezier_coniche(pc,—0.5,xcol);
parabola = RATBezier_coniche(pc,1, xcol);
iperbole = RATBezier_coniche(pc,3,xcol);
pc2 = [.5,0,1;1,0,.5];

circl = RATBezier_coniche(pc2,0.5, xcol);
circ2 = RATBezier_coniche(pc2,—0.5,xcol);
if coniche then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

subplot(2,2,1)

xtitle('ellisse , beta = 0.5 (g), —0.5 (m)")
plot(pc(1l,:),pc(2,:), ro=");
plot(ellipsel (1,:),ellipsel(2,:),'g");
plot(ellipse2(1,:),ellipse2(2,:),'m");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(2,2,2)

xtitle (' parabola, beta =1, x"2 (c—)")
plot(pc(1l,:),pc(2,:), ro—");

plot (parabola(1,:),parabola(2,:),'b")
plot(xcol ,xcol "2,'c—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(2,2,4)
xtitle('iperbole beta = 3")
plot (pc(1l,:),pc(2,:), ro=")

")
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Curve BSPLINE

plot (iperbole(1,:),iperbole(2,:),'b");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
subplot(2,2,3)

xtitle( ' ellisse 2")

plot (pc2(1,:),pc2(2,:), ro—");
plot(circl(1,:),circl(2,:),'g");
plot(circ2(1,:),circ2(2,:),'m");

handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end
Disegno della base di Bernstein
function somma=Bezier_plot_base(n,t)
somma = []
for i=0:n
c = exp ( gammaln ( n +1) — gammaln ( i +1) — gammaln (n — i +1))
curva = cx*(t i .x(1—t)" " (n=i)")
somma = somma+curva
plot(t,curva, ' Color’ [i/n,0.5,1—i/n]);
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

end
endfunction

A.3 Curve BSpline: esempi del testo

Listing:

exec glib.sci;
gcount=1;

fig_-noep=1;
fig_ep=1;
fig-mult=1;
fig_norm=1;
fig_closed =1;
fig_knotins=1;
fig_rat=1;
fig_circ=1;

k = input(’'Grado Spline? ");
b = mouse_input-2d (input('Numero di punti? '));
[d,np]=size(b);

T=zeros (k,1) ’;

for i=k+1:np
T=[T,(T(i—-1)+1)];

end

T=[T,(ones(k,1) '«(T(np)+1))];

Tnoep = [0:1:(k+np—1)];

Tmult=zeros (k,1) ’;
for i=k+1:floor(np/2)
Tmult=[Tmult,( Tmult(i -1)+1)];
end
Tmult=[Tmult,(ones(k—1,1) "x(Tmult(floor (np/2))+1))];
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Codici

for i=floor(np/2)+k:np
Tmult=[Tmult ,( Tmult(i —-1)+1)];
end
Tmult=[Tmult,(ones(k,1) "«(Tmult(np)+1))];

Cnoep = Bspline_deboor(k,Tnoep,b,[k—1:0.01:np]);
Cep = Bspline_deboor(k,T,b,[T(1):0.01:T(length(T))]);
Cmult = Bspline_deboor(k, Tmult,b,[0:0.01: Tmult(length(Tmult))]);

if fig_noep then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (Cnoep(1,:),Cnoep(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Bspline senza endpoint interpolation’)
end

if fig_ep then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (Cep(1,:),Cep(2,:),'b=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle ('Bspline con endpoint interpolation’)
end

if figomult then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot(b(1,:),b(2,:),"'ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(Cep(1,:),Cep(2,:),'c—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (Cmult(1,:),Cmult(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Bspline con endpoint interpolation e nodo con molteplicitA
end

// Cepnorm = Bspline_curve(k,T,b,[T(1):0.01:T(length(T))]);
Cepnorm = Bspline_deboor(k,T,b,[T(1):0.01:T(length(T))]);
//Rimettere il normale!

if fig_norm then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

plot(b(1,:),b(2,:), ro—=");

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

plot (Cepnorm (1 ,:),Cepnorm(2,:),'b—");
handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle (' Bspline con endpoint interpolation, algoritmo normale’)
// C = Bspline_deboor(b,[0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3],3,[0:0.01:3]);

end

bclosed=b
for i=1:k—1

bclosed=[bclosed , bclosed (:,1i)]
end

massima ')
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Curve BSPLINE

Tclosed = [0:1:(k+size(bclosed ,2)—1)];
Cclosed = Bspline_deboor(k, Tclosed , bclosed ,[k—1:0.01:size(bclosed ,2)]);

if fig_closed then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

plot(bclosed (1,:),bclosed(2,:),'ro—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(Cclosed (1,:),Cclosed (2,:),'b=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Bspline chiusa’)

// C = Bspline_deboor(b,[0,0,0,1,1,1,2,2,2,3,3,3],3,[0:0.01:3]);
end

nb=b; nT=T;
for i=l:length(T)-1
if T(i)"=T(i+1) then
[nb,nT] = Bspline_knotins(k,nT,nb,((T(i)+T(i+1))/2));
end
end

Cknotins = Bspline_deboor(k,nT,nb,[nT(1):0.01:nT(length(nT))]);

if fig_knotins then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot(b(1,:),b(2,:), ro—=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (Cep(1,:),Cep(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(nb(1,:),nb(2,:), go—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(Cknotins (1,:),Cknotins(2,:),'c—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle ('Bspline knot insertion’)

end

betal = ones(np,1)’
beta2 = ones(np,1l) 'xnp

betal(floor(np/2))=betal(floor(np/2))+np—1
beta2(floor(np/2))=beta2(floor(np/2))—np+1
Cratl = Bspline_rational (k,T,b,betal ,[T(1):0.01:T(length(T))]);
Crat2 = Bspline_rational(k,T,b,beta2 ,[T(1):0.01:T(length(T))]);

if fig_rat then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(Cep(1,:),Cep(2,:),'b=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(Cratl(1,:),Cratl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(Crat2(1,:),Crat2(2,:),'g—");
handler=get("current_axes”);
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Codici

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

Tcirc = [0,0,0,1/4,1/4,1/2,1/2,3/4,3/4,1,1,1];

betacirc = [sqrt(2),1,sqrt(2),1,sqrt(2),1,sqrt(2),1,sqrt(2)];

bcirec = [[1;0],[1;1],[0;1],[—-1;1],[—-1;0],[—-1;—1],[0;—1],[1;—1],[1;0]];
Circ = Bspline_rational (3, Tcirc, bcirc, betacirc ,[0:0.01:1]);

if fig_circ then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot(bcirc(1,:),bcirc(2,:), ro=");
plot(bcirc(1,:)x1.2,bcirc(2,:)*x—=2,"—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (Circ(1,:),Circ(2,:),'b");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

Disegno della base delle bspline

function base = Bspline_plot_base(k,T,t)
It = length(t)
IT = length(T)

base = []
for p=1:1It
for i=1:1T—k
base(1,p,i) = t(p)
base(2,p,i) = Bspline_base(i,k,T,t(p))
end
end

for i=1:1T—k

plot(base(1,:,i),base(2,:,i), Color’ [(i/(IT=k)),0.5,(i/(IT—k))])
end

plot (base(1,:,1) ,(sum(base(2,:,:),3)),'r")

plot (0,1.1)

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="off"; handler.grid=[12,12];

endfunction

A.4 Interpolazione: esempi del testo

Listing:

exec glib.sci;
gcount=1;

fig_param=1
fig_fmill=1
fig_bessel=1

// fig-fmillvsbessel=I
fig_.c2_nat=1
fig_c2_nat_hodo=1
fig_.c2_nak=1
fig-c2_nak_hodo=1
fig_c2_periodic=1
fig_c2_periodic_hodo=1
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Interpolazione

fig_c2_3d=1
fig_.c2_nu_nat=1
fig_c2_nu_closed=1

b = mouse_input_2d (input(’'Numero di punti? '));
[d,np]=size(b);

/) w=[(b(:,2:np)=b(: 1:np—1))]
w=ones(d,np)

C_unif = Interp_cl(b,w,l_par_unif(b),500);
C_cl = Interp_cl(b,w, l_par_cl(b),500);

C_ce = Interp_cl(b,w,l_par_centrip(b),500);

if fig_param then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
subplot(2,2,1)

plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif(1,:),C_unif(2,:),"'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme’)
subplot(2,2,2)

plot(b(1,:),b(2,:), " ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_cl(1,:),C.cl(2,:),'c—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione chord length’)
subplot(2,2,3)

plot(b(1,:) ,b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C.ce(1,:),Cce(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione centripeta’)
subplot(2,2,4)

plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif(1,:),C_unif(2,:),'b=");
plot(C_cl(1,:),C_cl(2,:),'c=");
plot(C._ce(1,:),Cce(2,:), m");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazioni a confronto’)

end

C_unif_fmill = Interp_cl(b, I_tang_fmill(b,l_par_unif(b)),l_par_unif(b),500);
C_cl_fmill = Interp_cl(b, I_tang_fmill(b,l_par_cl(b)),l_par_cl(b),500);
C_ce_fmill = Interp_cl(b, I_tang_fmill(b,l_par_centrip(b)),l_par_centrip(b),500);

if fig_fmill then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
xtitle (' fmill ")

subplot(2,2,1)

plot(b(1,:),b(2,:),'ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_fmill (1,:),C_unif_fmill (2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme’)
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Codici

subplot(2,2,2)

plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_cl_fmill(1,:),C_cl_fmill(2,:),"c=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione chord length’)
subplot(2,2,3)

plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_ce_fmill (1,:),C_ce_fmill (2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione centripeta’)
subplot(2,2,4)

plot(b(1,:),b(2,:), " ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_fmill (1,:),C_unif_fmill (2,:),'b=");
plot(C_cl_fmill (1,:),C_cl_fmill(2,:),'c=");
plot(C_ce_fmill(1,:),C_ce_fmill(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazioni a confronto’)

end

C_unif_bessel = Interp_cl(b, I_tang_bessel(b,|l_par_unif(b)),l_par_unif(b),500);
C_cl_bessel = Interp_cl(b, I_-tang_bessel(b,l_par_cl(b)),l_par_cl(b),500);
C_ce_bessel = Interp_cl(b, I_tang_bessel(b,l_par_centrip(b)),l_par_centrip(b),500);

if fig_bessel then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle (' bessel )

subplot(2,2,1)

plot(b(1,:),b(2,:),'ro—=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_bessel (1,:),C_unif_bessel(2,:), 'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme’)
subplot(2,2,2)

plot(b(1,:),b(2,:), ro—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_cl_bessel (1,:),C_cl_bessel (2,:),'c=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione chord length’)
subplot (2,2,3)

plot(b(1,:) ,b(2,:), ro—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_ce_bessel (1,:),C_ce_bessel (2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione centripeta’)
subplot(2,2,4)

plot(b(1,:),b(2,:), ro—=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_unif_bessel (1,:),C_unif_bessel (2,:),'b=");
plot(C_cl_bessel(1,:),C_cl_bessel(2,:),'c—");
plot (C_ce_bessel (1,:),C_ce_bessel (2,:), m");
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Interpolazione

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazioni a confronto’)

end

[C_unif_c2_nat ,hl_c2_nat,h2_c2_nat] = Interp_cl(b, l_tang_c2_nat(b,l_par_unif(b)),
I_par_unif(b),500);

[C.cl_c2_nat ,hl_c2_cl ,h2_c2_cl] = Interp_cl(b, l_tang_c2_nat(b,l_par_cl(b)),l_par_cl(b)
,500) ;

[C_.ce_c2_nat ,hl_c2_ce ,h2_c2_ce] = Interp_cl(b, l_tang_c2_nat(b,l_par_centrip(b)),
|_par_centrip(b),500);

if fig_c2_nat then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle(’'c2_nat’)

subplot(2,2,1)

plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat(1,:),C_unif_c2_nat(2,:),'b=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme / natural spline’)
subplot (2,2,2)

plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_cl_c2_nat(1,:),C_cl_c2_nat(2,:),'c—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione chord length’)
subplot(2,2,3)

plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_ce_c2_nat(1l,:),C_ce_c2_nat(2,:), ' m");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione centripeta’)
subplot (2,2,4)

plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat(1,:),C_unif_c2_nat(2,:), 'b=-");
plot(C_cl_c2_nat(1l,:),C_cl_c2_nat(2,:),'c—");
plot(C_ce_c2_nat(1,:),C.ce_c2_nat(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazioni a confronto’)

end

if fig_c2_nat_hodo then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle(’'c2_nat’)

subplot(2,3,1)

plot(hl_c2_nat(1,:),hl_c2_nat(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);

handler.grid=[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme / natural spline,
subplot(2,3,2)
plot(hl_c2_cl(1,:),hl_c2_cl(2,:),'c=");
handler=get (" current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length, hodograph 1)
subplot(2,3,3)
plot(hl_c2_ce(1,:),hl_c2_ce(2,:), ' m");

hodograph 1)
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Codici

handler=get("current_axes”);

handler.grid=[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta, hodograoh 1)
subplot (2,3 ,4)
plot(h2_c2_nat(1,:),h2_c2_nat(2,:),'b=-");
handler=get (" current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme, hodograph 2")
subplot (2,3,5)
plot(h2_c2_cl(1,:),h2_c2_cl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes"”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length, hodograph 2")
subplot(2,3,6)

plot(h2_c2_ce(1,:) ,h2_c2_ce(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta, hodograph 2")

end

[C_unif_.c2_nak ,hl_c2_nak,h2_c2_nak] = Interp_cl(b, l_tang_c2_nak(b,l_par_unif(b)),
I_par_unif(b),500);

[Cocl_c2_nak ,hl_c2_cl ,h2_c2_cl] = Interp_cl(b, l_tang_-c2_nak(b,l_par_cl(b)),l_par_cl(b)
,500) ;

[C_.ce_c2_nak ,hl_c2_ce,h2_c2_ce] = Interp_cl(b, l_tang_c2_nak(b,l_par_centrip(b)),

I_par_centrip(b),500);
if fig_c2_nak then
scf(gcount); gcount=gcount+1;
xtitle ('c2_nak’")
subplot(2,2,1)
plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nak (1,:),C_unif_.c2_nak(2,:),'b=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme / not—a—knot’)
subplot (2,2,2)
plot(b(1,:) ,b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_cl_c2_nak(1,:),C_cl_-c2_nak(2,:),'c—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione chord length’)
subplot(2,2,3)
plot(b(1,:),b(2,:), " ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_ce_c2_nak(1l,:),C_ce_c2_nak(2,:), ' m");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle ('Parametrizzazione centripeta’)
subplot (2,2,4)
plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_unif_c2_nak (1,:),C_unif_c2_nak(2,:),'b=");
plot(C_cl_c2_nak(1l,:),C_cl_.c2_nak(2,:),'c—");
plot(C_ce_c2_nak (1,:),C_ce_c2_nak(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazioni a confronto’)
end
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Interpolazione

if fig_.c2_nak_hodo then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle('c2_nak ")

subplot(2,3,1)
plot(hl_c2_nak(1,:),hl_c2_nak(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme /not—a—knot, hodograph 1)
subplot (2,3,2)
plot(hl_c2_cl(1,:),hl_c2_cl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length, hodograph 1)
subplot(2,3,3)
plot(hl_c2_ce(1,:),hl_c2.ce(2,:), m");
handler=get (" current_axes”);

handler.grid=[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta, hodograoh 1)
subplot (2,3,4)
plot(h2_c2_nak(1,:),h2_c2_nak(2,:),'b=");
handler=get (" current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme, hodograph 2')
subplot(2,3,5)
plot(h2_c2_cl(1,:),h2_c2_cl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes"”);

handler. grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length, hodograph 2")
subplot(2,3,6)
plot(h2_c2_ce(1,:),h2_c2_ce(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta, hodograph 2")

end

[C_unif_c2_periodic ,hl_c2_periodic ,h2_c2_periodic] = Interp_cl(b, l_tang_c2_periodic(b,
I_par_unif(b)),l_par_unif(b),500);

[C_cl_c2_periodic ,hl_c2_cl,h2_c2_cl] = Interp_cl(b, l_tang-c2_periodic(b,I_par_cl(b)),
I_par_cl(b),500);

[C_ce_c2_periodic ,hl.c2_ce, ,h2_c2_ce] = Interp_cl(b, l_-tang_-c2_periodic(b,|l_par_centrip(b))

,I_par_centrip(b),500);

if fig_c2_periodic then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle ('c2_periodic’)

subplot(2,2,1)

plot(b(1,:) ,b(2,:), ro=");

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

plot(C_unif_c2_periodic(1,:),C_unif_c2_periodic(2,:), 'b=");

plot(C_unif_c2_periodic (1,:)+(b(1,np)—b(1,1)),C_unif_c2_periodic(2,:)+(b(2,np)-b(2,1)), c—
Y)'

plot(C_unif_c2_periodic(1,:)—(b(1,np)-b(1,1)),C_unif_c2_periodic(2,:)—(b(2,np)-b(2,1)), c—
v);

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme / periodica’)

subplot (2,2,2)

plot(b(1,:),b(2,:),'ro=");

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

plot(C_cl_c2_periodic(1,:),C_cl_c2_periodic(2,:),'c—");

plot(C_cl_c2_periodic(1,:)4+(b(1,np)—b(1,1)),C_cl_c2_periodic(2,:)+

plot(C_cl_c2_periodic(1,:)—(b(1,np)—b(1,1)),C_cl_c2_periodic(2,:)—

handler=get("current_axes”);
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Codici

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length’)

subplot (2,2,3)

plot(b(1,:),b(2,:), " ro=");

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_.ce_c2_periodic(1l,:),C_ce_c2_periodic(2,:), ' m");
plot (C_ce_c2_periodic(1,:)+(b(1,np)—b(1,1)),C_ce_c2_periodic(2,:)+(b(2,np)—b(2,1)),'c=");
plot(C_ce_c2_periodic(1l,:)—(b(1,np)—b(1,1)),C_ce_c2_periodic(2,:)—(b(2,np)— ))
handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta’)

subplot(2,2,4)

plot(b(1,:),b(2,:), ro—=");

handler=get (" current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_periodic(1,:),C_unif_c2_periodic(2,:),'b=");
plot(C_cl_c2_periodic(1,:),C_cl_c2_periodic(2,:),'c—");
plot(C_ce_c2_periodic(1l,:),C_ce_c2_periodic(2,:), ' m");
handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazioni a confronto')

end

if fig_c2_periodic_hodo then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

xtitle (' c2_periodic’)

subplot(2,3,1)
plot(hl_c2_periodic(1l,:),hl_c2_periodic(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme /not—a—knot, hodograph 1)
subplot(2,3,2)
plot(hl_c2_cl(1,:),hl_c2_cl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length, hodograph 1)
subplot(2,3,3)
plot(hl_c2_ce(1,:),hl_c2.ce(2,:), m");
handler=get("current_axes”);

handler.grid=[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta, hodograoh 1)
subplot (2,3,4)
plot(h2_c2_periodic(1,:),h2_c2_periodic(2,:),'b=-");
handler=get (" current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione uniforme, hodograph 2")
subplot(2,3,5)
plot(h2_c2_cl(1,:),h2_c2_cl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes"”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione chord length, hodograph 2")
subplot(2,3,6)
plot(h2_c2_ce(1,:),h2_c2_ce(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);

handler.grid =[12,12];

xtitle (' Parametrizzazione centripeta, hodograph 2")
end

z = [0:(1/np):1];

b3d = [b;z(1:np)];

[C_unif_.c2_.3d_3d_nat ,hl_c2_nat,h2_c2_nat] = Interp_cl(b3d, l_tang_c2_nat(b3d,l_par_unif(
b3d)),l_par_unif(b3d),500);
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Interpolazione

[C_unif_.c2_3d_nak ,hl_c2_nak,h2_c2_nak] = Interp_cl(b3d, I_tang_c2_nak(b3d,|l_par_unif(b3d))
,l_par_unif(b3d),500);
[C_unif_c2_3d_periodic ,hl_c2_periodic ,h2_c2_periodic] = Interp_cl(b3d, l_tang_c2_periodic(

b3d, l_par_unif(b3d)),l_par_unif(b3d),500);

if fig_.c2_3d then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

param3d (b3d (1,:),b3d(2,:),b3d(3,:),20,—20);

handler = gce();

handler.foreground=color('red’) //red

handler.mark_-mode="on’' //enable marks

handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color('red’') //red marks

handler. mark_style=1l //cross
param3d(C_unif_c2_3d_3d_nat(1,:),C_unif_.c2.3d_3d_nat(2,:),C_unif_c2_.3d_3d_nat(3,:),20,—20)

handler = gce();
handler.foreground=color('blue') //blue
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle('3d spline naturale’);

scf(gcount); gcount=gcount+1;

param3d (b3d (1,:),b3d(2,:),b3d(3,:),20,—20);
handler = gce();

handler.foreground=color('red’) //red
handler.mark_-mode="on’' //enable marks

handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color('red’') //red marks
handler. mark_style=1l //cross
param3d(C_unif_c2_3d_nak (1,:),C_unif_c2_.3d_nak (2,:),C_unif_.c2_3d_nak (3,:),20,—-20);
handler = gce();
handler.foreground=color('blue’) //blue
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle('3d spline not a knot');

scf(gcount); gcount=gcount+1;

param3d(b3d (1,:),b3d(2,:) ,b3d(3,:),20,—20);

handler = gce();

handler.foreground=color('red’') //red

handler.mark_-mode="on’ //enable marks

handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color('red’) //red marks

handler. mark_style=1 //cross

param3d( C_unif_c2_3d_periodic(1,:),C_unif_c2_3d_periodic(2,:),C_unif_c2_3d_periodic(3,:)
,20,—-20);

handler = gce();

handler.foreground=color('blue’) //blue

handler=get("current_axes"”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

param3d(C_unif_c2_3d_periodic(1,:)+(b3d(1,np)—b3d(1,1)),C_unif_c2_3d_periodic (2,:)+(b3d(2,
np)—b3d(2,1)),C_unif_c2_3d_periodic (3 ,:)+(b3d(3,np)—b3d(3,1)),20,—-20);

handler = gce();

handler.foreground=color('blue’) //blue

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

param3d( C_unif_c2_3d_periodic(1,:)—(b3d(1,np)—b3d(1,1)),C_unif_c2_3d_periodic(2,:)—(b3d(2,
np)—b3d(2,1)),C_unif_-c2_3d_periodic (3,:)—(b3d(3,np)—b3d(3,1)),20,—20);

handler = gce();

handler.foreground=color('blue’) //blue

handler=get("current_axes”);

handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];

xtitle('3d spline periodica’);

end
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Codici

nu=(]
nul=J]
nu2=[]

for i=1:np
nu(i)=0;
nul(i)=20;
nu2(i)=200;
end

bclosed = [b,b(:,1)]

[C_unif_c2_nat ,hl_c2_nat,h2_c2_nat] = Interp_cl(b, l_tang_nu_nat(b,l_par_unif(b),nu),
I_par_unif(b),500);

[C_unif_c2_natl ,hl_c2_nat,h2_c2_natl] = Interp_cl(b, l_tang_nu_nat(b,l_par_unif(b),nul),
I_par_unif(b),500);

[C_unif_c2_nat2 ,hl_c2_nat,h2_c2_nat2] = Interp_cl(b, l_tang_nu_nat(b,l_par_unif(b),nu2),

I_par_unif(b),500);
if fig_.c2_nu_nat then
scf(gcount); gcount=gcount+1;
xtitle('c2_nat’)
subplot(2,2,1)
plot(b(1,:) ,b(2,:), ro—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat(1,:),C_unif_c2_nat(2,:),'b=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme / natural nu spline / nu(i)=0")
subplot(2,2,2)
plot(b(1,:),b(2,:)," ro=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_unif_c2_natl(1,:),C_unif_c2_natl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle ('nu(i)=20")
subplot (2,2,3)
plot(b(1,:) ,b(2,:), ro=");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat2(1,:),C_unif_c2_nat2(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle ('nu(i)=200")
subplot(2,2,4)
plot(b(1,:),b(2,:), ro=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_unif_c2_nat(1,:),C_unif_c2_nat(2,:),'b=");
plot(C_unif_c2_natl(1,:),C_unif_c2_natl(2,:),'c—");
plot(C_unif_c2_nat2(1,:),C_unif_c2_nat2(2,:), ' m");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Distribuzioni a confronto ')
end

nu=(]
nul=[]
nu2=[]

for i=1:np
nu(i)=0;
nul(i)=20;
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nu2(i)=200;

end

[C_unif_c2_nat ,hl_c2_nat,h2_c2_nat] = Interp_cl(bclosed, l_tang_nu_closed(bclosed,
I_par_unif(bclosed),nu),l_par_unif(bclosed),500);

[C_unif_c2_natl ,hl_c2_nat,h2_c2_natl] = Interp_cl(bclosed, l_tang_nu_closed(bclosed,
I_par_unif(bclosed) ,nul),l_par_unif(bclosed) , 500);

[C_unif_c2_nat2 ,hl_c2_nat,h2_c2_nat2] = Interp_-cl(bclosed, l_tang_nu_closed (bclosed,

I_par_unif(bclosed) ,nu2),l_par_unif(bclosed) , 500);
if fig_.c2_nu_closed then
scf(gcount); gcount=gcount+1;
xtitle('c2_nat’)
subplot(2,2,1)
plot (bclosed (1,:),bclosed(2,:), 'ro—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat(1,:),C_unif_c2_nat(2,:),'b=");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Parametrizzazione uniforme / natural nu spline / nu(i)=0")
subplot(2,2,2)
plot(bclosed (1,:),bclosed(2,:), ro—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot (C_unif_c2_natl(1,:),C_unif_c2_natl(2,:),'c=");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle( 'nu(i)=20")
subplot(2,2,3)
plot (bclosed (1,:),bclosed(2,:),'ro—");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat2(1,:),C_unif_c2_nat2(2,:), ' m");
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle ('nu(i)=200")
subplot(2,2,4)
plot(bclosed (1,:),bclosed(2,:), ro—");
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
plot(C_unif_c2_nat(1,:),C_unif_.c2_nat(2,:),'b=");
plot(C_unif_c2_natl(1,:),C_unif_c2_natl(2,:),'c—");
plot(C_unif_c2_nat2(1,:),C_unif_c2_nat2(2,:), m");
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
xtitle (' Distribuzioni a confronto ')
end

A.5 Superfici parametriche: esempi dal testo

Listing:

exec glib.sci;
gcount=1;

fig_sphere=0
fig_cone=0
get_input=0
fig_-rot=0
fig_-rig=0
fig_bez=0
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fig_-degelev=0
fig_-subdiv=0
fig_subdiv2=0
fig_cast_tri=0
fig_tri_degelev=1

Sx1 = [];
Syl = [];
Szl = [];
for v=0:%pi/12:2%%pi
for u=%pi/2:%pi/36:%pi/2
Sx1 = [Sx1, cos(u)*cos(v)];
Syl = [Syl, cos(u)x*sin(v)];
Szl = [Szl, sin(u)];
end
end
Sx2 = [];
Sy2 = [];
Sz2 = [];

for u="%pi/2:%pi/12:%pi/2
for v=0:%pi/36:2x%pi
Sx2 = [Sx2, cos(u)xcos(v)];
Sy2 = [Sy2, cos(u)xsin(v)]
Sz2 = [Sz2, sin(u)];

end
end

if fig_sphere then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
param3dl(Sx1,Syl,Szl);

handler = gce();

// handler.foreground=color('red’) //red
handler.line_mode="off"’
handler.mark_-mode="on' //enable marks
// handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color('blue’) //red marks

handler. mark_style=0 //dot

handler. mark_size=0
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
scf(gcount); gcount=gcount+1;
param3dl(Sx2,Sy2,Sz2);

handler = gce();

// handler.foreground=color(’'red’) //red
handler.line_mode="off"
handler.mark_-mode="on’' //enable marks
// handler. mark_size=1

handler.mark_foreground=color('blue') //red marks

handler. mark_style=0 //dot

handler. mark_size=0
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
scf(gcount); gcount=gcount+1;
param3dl(Sx2,Sy2,S5z2);

handler = gce();

// handler. foreground=color(’'red’) //red
handler.line_mode="off"’
handler.mark_-mode="on’' //enable marks
// handler. mark_size=1

handler.mark_foreground=color('blue’) //red marks

handler. mark_style=0 //dot
handler. mark_size=0
handler=get("current_axes”);
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handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
param3dl(Sx1,Syl,Szl);
handler = gce();
// handler.foreground=color('red’) //red
handler.line_mode="off"’
handler.mark_-mode="on’' //enable marks
// handler. mark_size=1
handler. mark_foreground=color('blue’) //red marks
handler. mark_style=0 //dot
handler. mark_size=0
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
scf(gcount); gcount=gcount+1;
param3dl(Sx1,Syl,Szl);
handler = gce();
handler.foreground=color('blue’) //red marks
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
param3dl(Sx2,Sy2,Sz2)
handler = gce();
handler.foreground=color('blue’) //red marks
handler=get (" current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end
Cx1l = [];
Cyl = [];
Czl = []
for v=0:%pi/50:2* %pi
for u=%pi/2:%pi/50:%pi/2
Cxl = [Cx1, (u)*cos(v)];
Cyl = [Cyl, (u)xsin(v)];
Cz1 [Cz1l, (u)];

end
end

if fig_cone then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
param3dl(Cx1,Cyl, Czl)

handler = gce();

// handler. foreground=color(’'red’) //red
handler.line_mode="off"’
handler.mark_-mode="on’' //enable marks

// handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color('blue’) //red marks
handler. mark_style=0 //dot

handler. mark_size=0
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

if get_input then

p = mouse_input_2d (input(’Numero di punti? '));
else

p = [[0,1];[1,0]]

end

//faster but wrong order for nice plot

// Cu = Bezier_casteljau(p,[0:0.02:1]);

// Crx =[]

/) Cry =[]

// Crz =[]

// for v=0:%pi/20:2x %pi

// Crx = [Crx, Cu(1l,:)xcos(v)];
// Cry = [Cry, Cu(1l,:)xsin(v)];
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// Crz = [Crz, Cu(2,:)];
// end

Crx
Cry
Crz = ;
for u=0:0.1:1
for v=0:%pi/10:2x%pi
Cu = Bezier_casteljau(p,u);
Crx = [Crx, Cu(l,:)*cos(v)];
Cry = [Cry, Cu(1l,:)*sin(v)]
Crz [Crz, Cu(2,:)];

[]
[l
(]

i

end
end

if fig_rot then

scf(gcount); gcount=gcount+1;
param3d1(Crx,Cry, Crz);

handler = gce();
handler.foreground=color('blue’) //red
handler.line_mode="on"’
handler.mark_-mode="off' //enable marks

// handler. mark_size=1

handler. mark_foreground=color('blue’) //red marks
handler. mark_style=0 //dot

handler. mark_size=0
handler=get("current_axes"”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

[]
[l
[]

Crigx

Crigy
Crigz

for u=0:0.02:1
for v=0:1:1
Cul = [Bezier_casteljau(p,u);0.5];
Cu2 = [Cul(2,:);Cul(1,:);0];
Crigx = [Crigx, (1—v)*Cul(1,:)+v*Cu2(1,:)
Crigy = [Crigy, (1—v)*Cul(2,:)+v*Cu2(2,:) ];
Crigz = [Crigz, (1—v)*Cul(3,:)+vxCu2(3,:)
end
end

if fig_rig then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

for i=1:2:length(Crigx)—1
param3dl(Crigx(i:i+1),Crigy(i:i+1),Crigz(i:i+1));
handler = gce();
handler.foreground=color('blue’) //red;
handler.line_mode="on";
handler.mark_mode="off"' //enable marks
// handler. mark_size=1

end
// param3d1()
handler=get("current_axes”);
handler.isoview="on"; handler.grid =[12,12];
end

d=create_grid (6,6);
c=Bezier_patch_casteljau(d,[0:0.01:1],[0:0.01:1]);
if fig_bez then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

plot_-3d_grid(d, "red’);

plot_3d_grid(c, 'blue’);
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end

delev=create_grid (3,3);

delevated=Bezier_patch_degelev(delev);
delevated2=Bezier_patch_degelev(delevated);
cdegev=Bezier_patch_casteljau(delev ,[0:0.02:1],[0:0.02:1]);
cdelevl=Bezier_patch_casteljau(delevated ,[0:0.02:1] ,[0:0.02:1]);
cdelev2=Bezier_patch_casteljau (delevated2 ,[0:0.02:1],[0:0.02:1]);
if fig_degelev then
scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot_3d_grid(delev, 'red’);
plot_3d_grid (delevated , 'green
plot_3d_grid (cdegev, 'blue’);
plot_3d_grid (cdelevl , 'grey');

~

scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot_-3d_grid(delev, 'red’);
plot_3d_grid(delevated , 'green’);
plot_3d_grid(delevated2, 'cyan');
plot_3d_grid (cdegev, 'blue’);
plot_3d_grid (cdelevl , 'grey');
plot_-3d_grid(cdelev2, 'lightgrey ');
end

subdiv=create_grid (3,3);
[s1,s2,s3,s4]=Bezier_patch_subdiv(subdiv,0.5);

cs0O = Bezier_patch_casteljau(subdiv ,[0:0.05:1],[0:0.05:1]);
csl=Bezier_patch_casteljau(sl,[0:0.1:1],[0:0.1:1]);
cs2=Bezier_patch_casteljau(s2,[0:0.1:1] ,[0:0.1:1]) ;
cs3=Bezier_patch_casteljau(s3,[0:0.1:1] ,[0:0.1:1]);
cs4=Bezier_patch_casteljau(s4,[0:0.1:1],[0:0.1:1]);
if fig_subdiv then

scf(gcount); gcount=gcount+1;

plot_3d_grid (subdiv, "'magenta’);
plot_3d_grid (sl, 'black');

plot_3d_grid(s2, 'blue’);

plot_3d_grid (s3, 'red’);

plot_-3d_grid(s4, 'darkgreen’);

plot_-3d_grid(cs0, 'lightgrey ');

plot_3d_grid(csl, 'grey’);

plot_-3d_grid(cs2, 'lightblue");

plot_3d_grid(cs3, pink’);
plot_3d_grid (cs4, 'lightgreen');

end

subdiv=create_grid (3,3);
[s1,s2,s3,s4]=Bezier_patch_subdiv(subdiv,0.2);

cs0 = Bezier_patch_casteljau(subdiv,[0:0.05:1],[0:0.05:1]);
csl=Bezier_patch_casteljau(sl,[0:0.1:1] ,[0:0.1:1]);
cs2=Bezier_patch_casteljau(s2,[0:0.1:1],[0:0.1:1]);
cs3=Bezier_patch_casteljau(s3,[0:0.1:1] ,[0:0.1:1]);
cs4=Bezier_patch_casteljau(s4,[0:0.1:1] ,[0:0.1:1]);

if fig_subdiv2 then
scf(gcount); gcount=gcount+1;
plot_-3d_grid (subdiv, 'magenta’);
plot_3d_grid(sl, "black’);
plot_3d_grid (s2, 'blue’);
plot_3d_grid(s3, 'red’);
plot_3d_grid (s4, darkgreen');

plot_3d_grid (csO, "lightgrey');
plot_-3d_grid(csl, 'grey');
plot_3d_grid(cs2, ' lightblue');
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270 | plot_3d_grid (cs3, "pink');
271 || plot_-3d_grid (cs4, 'lightgreen');

272 | end

273

274

275 |u = [0:0.025:1];

276 | Ctrip = Bezier_tripatch_casteljau(d,u,u);
277

278 || if fig_cast_tri then

279 | scf(gcount); gcount=gcount+1;
280 | plot_-3d_tripatch(d, 'red’);

281 || plot_3d_tripatch (Ctrip, 'blue’);
282 || end

283
284 |u=[0:0.025:1];

285 |d = create_grid (4,4)

286 | Ctrip = Bezier_tripatch_casteljau(d,u,u);

287 || d_tri_deg = Bezier_tripatch_degelev(d);

288 || Cdeg = Bezier_tripatch_casteljau(d_tri_deg ,u,u);
289
20| if fig_tri_degelev then

291 | scf(gcount); gcount=gcount+1;

202 || plot_-3d_tripatch(d, 'red’);

203 | plot_3d_tripatch(d_tri_deg , 'green’);
204 | plot_3d_tripatch (Ctrip, 'pink');

205 | plot_3d_tripatch (Cdeg, 'lightblue ");

296 || end
Plot di una griglia in 3d

1| function plot_3d_grid (g, colore)

2| [x,y,z] = size(g)

3 gt = []

4

5| for i=1:z

6 param3dl(g(1,:,i),g(2,:,i),g(3.:,1));

7| handler = gce();

8| handler.foreground=color(colore)

9| end

10

11| for iz=1:z

12 gt(:,:,iz) = matrix(g(:,iz,:),3,—-1)

13 || end

14

15| for i=l:y

16 param3dl (gt (1,:,i),gt(2,:,i),gt(3,:,i));

17 handler = gce();

18 handler.foreground=color(colore)

19| end

20

21| handler=get("current_axes");

22| handler.isoview="on"; handler.grid=[12,12];

23

24 | endfunction

Creazione di una griglia random per gli esempi

1H function d=create_grid(x,y) H
2l =[] H
3| for iy=Ll:y [
4| for ix=1:x |
5 || d(:,ix,iy) = [ix,iy,rand()=*(x+y) /2] [
o end H




Mouse input

7/ end
8 “ endfunction
!

Plot griglia triangolare in 3D

1| function plot_3d_tripatch (g, colore)

2| [x,y,z] = size(g)

3 et = []

4

5 for i=1:z

6 param3dl(g(1,1:y—i+1,i),g(2,1:y—i+1,i),g(3,1:y—i+1,i));
7 handler = gce();

8 handler.foreground=color(colore)

9| end

10

11| for iz=1:z

12 gt(:,:,iz) = matrix(g(:,iz,:),3,-1)

13 || end

14

15| for i=1l:y

16 param3dl(gt(1,1:y—i+1,i),gt(2,1:y—i+1,i),gt(3,1:y—i+1,i));
17 handler = gce();

18 handler.foreground=color(colore)

19 | end

20

21 gtransp = g

2
23| for i=1l:y

24 for j=1l:z—i+1
25 gtransp (1:3,i,j) = g(1:3,i,z—i+1-j+1)
26 end

27 | end

28| g

29
30| for i=1l:y
31 param3dl(gtransp (1,1:y—i+1,i),gtransp(2,1:y—i+1,i),gtransp(3,1:y—i+1,i));
32 handler = gce();
33 handler.foreground=color(colore)

34| end
35
36| handler=get("current_axes”);
37| handler.isoview="on"; handler.grid=[12,12];
38| // handler.view="2d"
39 | endfunction
A.6 Mouse input
Listing:

1| function points = mouse_input_2d(n)

2| //plot([0,2].,[0,2],". ")

3| //square(0,0,1,1);

4| plot ([0,1],[0,1], 'w.")

5| handler=get("current_axes”);

6| handler.isoview="on"; handler.grid=[12,12];

7/ points=locate(n,1);

8 | endfunction
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A.7 Lista di import per tutti gli script

Listing:

exec mouse_input_-2d.sci;

exec crossprod.sci;

exec curvature.sci;

exec torsione.sci;

exec Bezier_casteljau.sci;
exec Bezier_degelev.sci;

exec Bezier_hodograph.sci;
exec Bezier_subdiv.sci;

exec RATBezier_casteljau.sci;
exec RATBezier_scalebeta.sci;
exec RATBezier_coniche.sci;
exec Bspline_deboor.sci;

exec Bspline_base.sci;

exec Bspline_curve.sci;

exec Bspline_plot_base.sci;
exec Bspline_knotins.sci;
exec Bspline_rational.sci;
exec Bezier_plot_base.sci;

exec |l_par_unif.sci;
exec |_par_cl.sci;

exec |l_par_centrip.sci;
exec Interp_cl.sci;
exec |l_tang_fmill.sci;
exec l_tang_bessel.sci;

exec |l_tang_c2_nat.sci;

exec |l_tang_-c2_nak.sci;

exec l_tang_c2_periodic.sci;

exec |l_tang_nu_nat.sci;

exec |_tang_nu_closed.sci;

exec Bezier_patch_casteljau.sci;
exec plot_3d_grid.sci;

exec create_grid.sci;

exec Bezier_patch_degelev.sci;
exec Bezier_patch_subdiv.sci;
exec Bezier_tripatch_casteljau.sci;
exec plot_3d_tripatch.sci;

exec Bezier_tripatch_degelev.sci;
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